
Chapitre 2Méanique du solide

21



22 CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU SOLIDEExerie 1 Pendule solide élastiqueDans le référentiel galiléen du laboratoire, le solide est soumis à la liaison pivot, au poids quis'exere en G, point de l'axe de rotation ∆, don de moment nul par rapport à ∆ et au ouple derappel. La loi du moment inétique s'érit don
M∆ =

dL∆

dt
donc − Cθ = J∆θ̈ soit θ̈ +

C

J∆

θ = 0Cette équation di�érentielle est du type � osillateur harmonique �. On pose ω0 =
√

C
J∆

; l'équations'érit
θ̈ + ω2

0θ = 0 donc θ(t) = A cos(ω0t + ϕ)La période des osillations est don T = 2π
ω0

= 2π

√

J∆

C
.



23Exerie 2 Mise en rotation d'un rotor équilibré1. Dans le référentiel galiléen terrestre, le solide est soumis à la liaison pivot, au poids quis'exere en G, point de l'axe de rotation ∆, don de moment nul par rapport à ∆, et auxouples moteur et de frottement. La loi du moment inétique s'érit don
dL∆

dt
= Γ0 + Γf soit J∆ω̇ = Γ0 − αω soit ω̇ +

α

J∆

ω =
Γ0

J∆2. En régime permanent, ω est onstante don sa dérivée par rapport au temps est nulle, don
0 = Γ0 − αωlim soit ωlim =

Γ0

αL'équation di�érentielle a pour solution générale la somme d'une solution partiulière ωp =
ωlim et de la solution générale de l'équation homogène :

ω̇ +
α

J∆

ω = 0 donc ωh = Ae−
t

τ avec τ =
J∆

α3. Les notations sont elles du shéma suivant :
T

P

b

(∆)

Γ

Γ
0

f

(a) La relation donnée par l'énoné, divisée par dt, donne
dz

dt
= b

dθ

dt
soit ż = bω(b) Dans le référentiel terrestre galiléen, le seau est soumis à son poids et à la fore detension de la orde, dirigée vers le haut. La loi de la quantité de mouvement s'érit don

m~a = m~g + T~uz soit mz̈ = −mg + T donc T = mg + mz̈() Dans le référentiel galiléen terrestre, le solide est soumis à la liaison pivot, à son poidsqui s'exere en G, point de l'axe de rotation ∆, don de moment nul par rapport à
∆, aux aux ouples moteur et de frottement et à la tension du �l −T~uz dont la droited'appliation est le �l, son bras de levier est don égal au rayon b. La loi du momentinétique s'érit don

dL∆

dt
= Γ0 + Γf soit J∆ω̇ = Γ0 − αω + M∆(~T )

soit
1

2
mb2ω̇ = −αω + Γ0 − T · b



24 CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU SOLIDEOr on a montré à la question (b) que T = mg +mz̈ et à la question (a) que ż = bω don
T = mg + mbω̇En remplaçant dans la loi du moment inétique, on en déduit l'équation di�érentielle

3

2
mb2ω̇ + αω = Γ0 − mgb(d) Le seau, initialement immobile (ω = 0), monte si ω̇ ≥ 0, don si Γ0−mgb, soit Γ0 > mgb(ondition néessaire). Si ette ondition est véri�ée, ω roît jusqu'à atteindre sa vitesselimite ωlim véri�ant

0 + αωlim = Γ0 − mgb soit ωlim =
Γ0 − mgb

αLe seau monte don alors à vitesse angulaire onstante (ondition su�sante).



25Exerie 3 Pendule pesant en forme de disque épaisLes notations sont elles du shéma suivant :
θ

O

G

a
H

POn a établi dans le ours que
Em =

1

2
J∆θ̇2 − mga cos θ =

3

2
ma2θ̇2 − mga cos θEn l'absene de frottement, elle se onserve au ours du mouvement et elle est don égale à savaleur à l'instant initial où θ̇(0) = ω0 et θ(0) = 0. On en déduit que

Em =
3

2
ma2ω2

0 − mgaLe pendule peut atteindre θ = π et aquérir un mouvement révolutif si et seulement si
Em > mga soit ω >

√

4g

3a1. Si ω0 ≪
√

4g

3a
, le mouvement est pendulaire. L'altitude maximale atteinte par G est dé�niepar l'angle θ1 : en érivant la onservation de Em entre (θ0 = 0, θ̇(0) = ω0) et (θ(t1) =

θ1, θ̇(t1) = 0) :
3

2
ma2ω2

0 − mga = −mga cosθ1 soit cos θ1 = 1 −
3a

2g
ω2

0Le mouvement est isohrone si θ1 < 0, 1 rad don si cos θ1 > cos 0, 1 = 0, 995 don si
1 −

3a

2g
ω2

0 > 0, 995 soit ω0 <

√

0, 0005 ·
2g

3a
= 0, 05

√

4g

3a2. Si 0, 05
√

4g

3a
< ω0 <

√

4g

3a
, le mouvement est pendulaire non isohrone.3. Si ω0 >

√

4g

3a
, le mouvement est révolutif. L'énergie potentielle varie entre −mga et +mga.Par onservation de l'énergie méanique, l'énergie inétique varie don dans l'intervalle

Em − mga ≤ Ec ≤ Em + mga soit
3

2
ma2ω2

0 − 2mga ≤
3

2
ma2ω2 ≤

3

2
ma2ω2

0

donc

√

ω2
0
−

4g

3a
≤ ω ≤ ω04. Si ω0 ≫

√

4g

3a
, le mouvement est révolutif et l'intervalle des vitesses angulaires est de largeurtrès faible devant ω0 , don le mouvement est à vitesse angulaire presque onstante ω0.



26 CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU SOLIDEExerie 4 Glissement d'une valise sur le sol d'un train1. D'après le ours, la loi de Coulomb relative au glissement donne T = µdmg.2. Toujours d'après le ours, en situation de non-glissement, T < µsmg.3. Dans le référentiel non galiléen du train, la valise est soumise à son poids ~P , à la fore exeréepar le sol qui se déompose en fore tangentielle ~T et fore tangentielle ~T , et à la fore d'inertied'entraînement ~fie = −m ~A. Si la valise ne glisse pas, elle est en équilibre dans le réfrentieldu train, don la loi de la quantité de mouvement s'érit
~P + ~N + ~T = ~fie = ~0 soit

∣

∣

∣

∣

0
−m

+

∣

∣

∣

∣

0
N

+

∣

∣

∣

∣

−T

0
+

∣

∣

∣

∣

mA

0
=

∣

∣

∣

∣

0
0

donc T = mAIl y a non glissement si T < µsmg soit mA < µsmg soit A < A0 ave A0 = µsg.4. A > A0 don la valise glisse entre t = 0 et t = τ , et T = µdN . La loi de la quantité demouvement appliqué à la valise dans le référentiel du train s'érit
~P + ~N + ~T = ~fie = m~ar soit

{

0 + 0 − µsN + mA = mẍ

−mg + N + 0 + 0 = 0

donc N = mg et − µdmg + mA = mẍ donc ẍ = A − µdgLe mouvement de la valise est don un mouvement de translation retiligne uniformémentaéléré ; sa vitesse initiale et son absisse initiale sont nulles, d'où :
ẋ(t) = (A − µdg) t et x =

1

2
(A − µdg)t2À la �n de ette phase de freinage du train, la vitesse aquise par la valise et l'absisse atteinteà la date t = τ sont don

ẋ(τ) = (A − µdg) τ et x(τ) =
1

2
(A − µdg)τ25. Le référentiel du train est galiléen pour t > τ . La loi de la quantité de mouvement appliquéeà la valise pendant son glissement s'érit omme à la question préédente, en remplaçant Apar 0 :

ẍ = −µdget les onditions initiales oïnident (par ontinuité) ave les onditions �nales de la phasepréédente à la date t = τ . On en déduit que pour t > τ , tant que dure le glissement :
ẋ(t) = −µdgt + K avec ẋ(τ) = (A − µdg) τ

donc K = µdgτ + (A − µdg) τ et ẋ(t) = −µdg(t − τ) + (A − µdg)La valise s'arrête lorsque ẋ = 0 don
−µdg(ta − τ) + (A − µdg) = 0 soit ta =

Aτ

µdgCet arrêt est omplet tant que le train est restera en mouvement de translation retiligneuniforme, ar la valise ne subit auune fore horizontale dans le référentiel du train, don laloi de Coulomb du non-glissement est véri�ée.



27Exerie 5 Analyse d'une expériene� Si F est très faible, rien ne bouge. Considérons dans e as le système {feuille, gomme} demasse m. Dans le référentiel galiléen de la table, représentons l'ensemble des fores qu'il subit.
P

N

T

FLa loi de l'équilibre s'érit ~P + ~N + ~T + ~F = ~0 don en projetions sur les deux axes :
{

F − T = 0
−mg + N = 0

donc

{

T = F

N = mgLa loi de Coulomb du non-glissement de la feuille sur la table est véri�ée si T < µ0N donsi F < µ0mg.� Si F moyen, la feuille glisse et la gomme reste immobile sur la feuille. Considérons dans e asle système {feuille, gomme} de masse m. Dans le référentiel galiléen de la table, e systèmesubit les mêmes fores que dans le as préédent. La loi de la quantité de mouvement s'érit
~P + ~N + ~T + ~F = m~a où ~a est l'aélération ommune de la feuille et de la gomme. Enprojetions sur les deux axes, on a don

{

F − T = ma

−mg + N = 0
donc

{

ma = F − T

N = mgLa loi de Coulomb relative au glissement de la feuille sur la table donne T = µ0N don
ma = F − µ0mg

a est don positive si F > µ0mg. Considérons maintenant le système formé de la gommeseule : elle est en équilibre dans le référentiel non galiléen de la feuille d'aélération ~a = a~ux.Représentons les fores qu'elle subit :
P

N

T

f
ie

1

1

La loi de l'équilibre de la gomme s'érit ~P + ~N1 + ~T1 + ~fie = ~0 don en projetions sur lesdeux axes :
{

T1 − ma = 0
−mg + N1 = 0

donc

{

T1 = ma = F − µ0mg

N1 = mgLa loi de Coulomb du non-glissement de la gomme sur la feuille est véri�ée si T1 < µ1N1don si
F − µ0mg < µ1mg soit F < (µ0 + µ1)mgCette situation est don réalisée si µ0mg < F < (µ0 + µ1)mg� Pour F fort, la feuille glisse et la gomme reule par rapport à la feuille. On est don dansle as où F > (µ0 + µ1)mg. La fore d'inertie subie par la gomme dans le référentiel de lafeuille est alors plus importante que la fore tangentielle, et la gomme reule e�etivement parrapport à la feuille. Comme la feuille et la gomme ne sont plus solidaires, on doit raisonnersur le système formé de la feuille seule. Elle subit de la part de la gomme une fore opposéeà elle exerée par la feuille sur la gomme. Représentons l'ensemble des fores.



28 CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU SOLIDE
F

N’1

1T ’

T

N

P’Notons m′ la masse de la feuille ; la loi de la quantité de mouvement appliquée à la feuilles'érit ~P ′ + ~N ′
1 + ~N + ~T ′

1 + ~T + ~F = m′~a′ et en projetions sur les axes :
{

−T ′

1 − T + F = m′a′

−m′g + N − N ′

1 = 0En érivant l'équilibre de la gomme sur l'axe vertial, N ′

1 = mg don N = (m+m′)g ≃ mg arla masse de la feuille est très faible devant elle de la gomme. Les lois de Coulomb traduisantle glissement simultané de la feuille sur la table et de la gomme sur la feuille entraînent que
T = µ0N = µ0mg et T ′

1 = µ1N
′

1 = µ1mgOn en déduit que
m′a′ = F − (µ0 + µ1)mget a′ est bien positif sit F > (µ0 + µ1)mg.� Pour F très fort, il est possible de retirer la feuille alors que la gomme ne bouge presque paspar rapport à la table. Le alul préédent donne l'aélération de la feuille :
a′ =

F − (µ0 + µ1)mg

m′La gomme, elle, est soumise à son poids et à la fore normale qui se ompensent et à la foretangentielle ~T1 = µ1mg don son aélération dans le référentiel de la table est ~a = a~ux ave
µ1mg = ma don a = µ1g.� Si F ≫ (µ0 + µ1)mg, alors a′ ≃ F

m′
, et a = µ1g. Calulons le rapport entre es deuxaélérations :

a

a′
=

µ1g
F
m′

=
µ1mg

F
·
m′

mOr F ≫ (µ0 + µ1)mg don a fortiori F ≫ µ1mg et m′ ≪ m don a ≪ a′. L'aélération dela feuille est don très supérieure à elle de la gomme dans le référentiel de la table. Elle seretirera don très vite de sous la gomme, et à partir de là, la gomme ne subit plus auunefore horizontale : elle tombe sur la table, et s'arrête don presque instantanément, on a donl'impression que la gomme n'a presque pas bougé.



29Exerie 6 Équilibre d'un pavé sur un plan inliné1. Les notations sont elles du shéma suivant :

x

y

P

N

T

αDans le référentiel terrestre galiléen, l'équilibre du pavé entraîne la nullité de la somme desfores :
~P + ~T + ~N = ~0 soit

{

mg sin α − T + 0 = 0
−mg cosα + 0 + N = 0

donc

{

T = mg sin α

N = mg cosαLa loi de Coulomb relative au non-glissement s'érit
T < µsN soit mg sin α < µsmg cosα donc tanα < µsOr tan α = tan 20◦ = 0, 364 et µs = 0, 30 don l'hypothèse n'est pas validée.2. La loi de la quantité de mouvement s'érit

~P + ~T + ~N = m~aG soit

{

mg sinα − T + 0 = mẍ

−mg cosα + 0 + N = 0On en déduit que N = mg cosα. Or la loi de Coulomb pour le glissement s'érit T = µdNdon T = µdmg et l'équation di�érentielle s'érit
mg sin α − µdmg cosα = mẍ soit ẍ = g (sin α − µd cosα)3. Le pavé a don un mouvement de translation retiligne uniformément aéléré :

ẍ = 1, 050 m · s−2 donc x(t) = 0, 525t2



30 CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU SOLIDEExerie 7 Déplaement d'une armoireL'armoire est soumise à la fore du déménageur ~F , à son poids ~P = m~g et à la fore du sol quise déompose en une fore normale ~N et une fore tangentielle ~T . Notons ~u le veteur unitaire dansla diretion et le sens du déplaement, ~v le veteur unitaire vertial dirigé vers le haut. Pendant undéplaement à veteur-vitesse onstant, la loi de la quantité de mouvement appliqué à l'armoiredans le référentiel galiléen de la pièe s'érit
−mg~v + F~u + N~v − T~u = ~0 donc

{

N = mg

F = TLa loi de Coulomb relative au glissement s'érit T = µdN don F = µdmg. Le travail élémentairedu déménageur pour un déplaement d
−−→
OM = dℓ~u est

δW = ~F · d
−−→
OM = F~u · dℓ~u = F · dℓdon pour un déplaement de longueur totale L :

W = F · L = µdmgLPlus l'armoire est lourde, plus le oe�ient de frottement dynamique µd est grand et plus lalongueur L du déplaement est grande, plus le déplaement demande un travail important, et plusil sera fatiguant.



31Exerie 8 Mahine d'Attwood1. Méthode dynamique.(a) Le �l inextensible don quand M2 desend de dz, M1 avane de dx :
dz = dx donc

dz

dt
=

dx

dt
soit ż = ẋ(b) Dans le référentiel galiléen du laboratoire, appliquons la loi de la quantité de mouvementà haun des deux mobiles.

{

F − T1 = mẍ

N1 − mg = 0
et − F + mg = mz̈La loi de Coulomb relative au glissement de M1 donne T1 = µdN1 = µdmg don

{

F − µdmg = mẍ

−F + mg = mz̈ = mẍ
donc (1 − µd)mg = 2mẍ

soit ẍ = (1 − µd)
g

2Les deux mobiles ont don des mouvements de translation retiligne uniformément a-éléré :
ẋ = ż = (1 − µd)

gt

2
et x(t) = z(t) = (1 − µd)

gt2

4() D'après l'énoné, M2 touhe le sol lorsque
z(ta) = d soit d = (1 − µd)

gt2a
4

donc ta =

√

4d

(1 − µd)gÀ ette date, la vitesse aquise par M1 est
va = ẋ(ta) = (1 − µd)

gta

2
= (1 − µd)

g

2

√

4d

(1 − µd)g(d) Le solide M1 n'est plus soumis à F . La loi de la quantité de mouvement s'érit alors
{

−T1 = mẍ

N1 − mg = 0
donc − µdmg = mẍ donc ẍ = −µdg

M1 a don un mouvement de translation retiligne uniformément aéléré. Par ontinuitéde es deuxgrandeurs, son absisse initiale à t′ = 0 (don à t = ta) est x(t′ = 0) = d etsa vitesse initiale à t′ = 0 (don à t = ta) est ẋ(t′ = 0) = va. On en déduit que
ẋ(t′) = −µdgt′ + va et x(t′) = −

1

2
µdgt′

2
+ vat′ + d(e) La date d'arrêt de M1 est dé�nie par ẋ(tb) = 0 soit

−µdgtb + va donc tb =
va

µdg(f) À la date tb, par dé�nition, x(t′ = tb) = D don
D = −

1

2
µdgt2b + vatb + d = −

1

2
µdg ·

va

µdg
+ va ·

va

µdg
=

v2
a

2µdg
+ d

donc D − d = (1 − µd)
2
g2

4
·

4d

(1 − µd)g
·

1

2µdg
= d

1 − µd

µd

donc µdD − µdd = d − µdd donc µd =
d

D



32 CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU SOLIDE2. Méthode énergétique. L'énergie méanique du système formé des deux solides est Em =
Ec1 + Ec2 + Epp1

+ Epp2
. À l'instant initial, omme à l'instant �nal, les deux solides sontimmobiles don leurs énergies inétiques sont nulles. Prenons la référene des énergies poten-tielles de pesanteur nulle sur le support pour M1 et nulle sur le sol pour M2. Les énergiesméaniques initiale et �nale du système valent don :

Emi = 0 + 0 + 0 + mgd = mgd et Emf = 0 + 0 + 0 + 0 = 0Pour t ∈ [0, ta], lorsque M1 avane de dx et M2 desend de dz, le travail élémentaire de lafore de tension du �l vaut
δW = δW1 + δW2 = (F~ux) · (dx~ux) + (−F~uz) · (dz~uz) = F (dx − dz) = 0Le travail de la fore tangentielle ~T1 lors du glissement de M1 sur le support est, d'après leours :

W (~T1) = −T1 · D = −µdmgdLa loi de l'énergie méanique s'érit don
Emf − Emi = W (~T1) soit 0 − mgd = −µdmgdet on retrouve la même relation qu'à la première question : µd = d

D
.


