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98 CHAPITRE 7. PROPAGATION ET RAYONNEMENTExer
i
e 1 Superposition de deux ondes éle
triques harmoniques1. Par appli
ation de la loi des n÷uds : i(x, t) = i(x+ dx, t)+ C ∂u
∂t

Par appli
ation de la loi desmailles : u(x, t) = L ∂i
∂t

+ u(x + dx, t). En e�e
tuant un développement limité à l'ordre 1 :
{

i(x + dx, t) ≃ i(x, t) + ∂i
∂t

· dx

u(x + dx, t) ≃ u(x, t) + ∂u
∂t

· dx
donc

{

∂i
∂x

= −Γ∂u
∂t

∂u
∂x

= −Λ ∂i
∂t2. On dérive la première équation par rapport à t et la deuxième par rapport à x et on élimine

i grâ
e au théorème de S
hwartz ( ∂2i
∂t∂x

= ∂2i
∂x∂t

) d'où ∂2u
∂x2 = ΛΓ∂2u

∂t2
. On en déduit l'équationde d'Alembert ave


c =
1√
ΛΓ

=
1√
ε0µ0

= c0 = 3, 00 · 108 m · s−1qui est la 
élérité de la lumière dans le vide.3. L'onde de tension est
u(x, t) = u

(

0, t − x

c

)

= U0 cos
(

ωt − ω

c
x
)4. L'onde de tension est

u(x, t) = u

(

L, t− L − x

c

)

= −U0 cos
(

ωt +
ω

c
x − ω

c
L
)5. Il faut que

{

U0 cos
(

ωt − ω
c
L
)

= −U0 cos(ωt)
−U0 cos

(

ωt + ω
c
0 − ω

c
L
)

= U0 cos(ωt)
soit

ω

c
L = n · 2π, n entieret pour n = 1, Lmin = 2π c

ω
= 300 km.
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i
e 2 Cara
téristiques numériques d'une onde éle
tromagnétiqueOn a −→
B = 1

c0

−→u x ∧
−→
E don
 −→B 0 = B0

−→u z ave
 B0 = E0

c0

= 3, 3 ·10−7 T. Par dé�nition, λ = 2π
k

=

630 nm et σ = 1
λ

= 1, 6 · 106 m−1. La relation de dispersion donne ω = kc0 = 3, 0 · 1015 rad · s−1.Par dé�nition : f = ω
2π

= 4, 8 · 1014 Hz et T = 1
f

= 2, 1 · 10−15 s.
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i
e 3 Polariseurs su

essifs
I1 = I0

2 est donné par l'énon
é. D'après la loi de Malus, I2 = I1 cos2 π
3 = 1

4I1 = I0
8 . La lumièreémergente du deuxième polariseur est polarisée selon ~u2. Pour appliquer à nouveau la loi de Malus,il faut don
 bien penser à 
onsidérer l'angle entre ~u2 et ~u3 :

I3 = I2 cos2(~u2, ~u3) =
I0

8
· cos2

5π

6
=

I0

8
· 3

4soit I3 = 3I0
32 . Si on pla
e 3 immédiatement après 2, les axes du 1 et du 3 étant orthogonaux, il y aextin
tion 
omplète, qui perdure après le polariseur 2. L'ordre des polariseurs est don
 important.
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i
e 4 Appli
ation numérique pour un fais
eau laserLa valeur moyenne de la norme du ve
teur de Poynting est < Π >= P
S

= 2, 50 · 106 W · m−2.
< Π >=

ε0c0E
2
0

2
donc E0 =

√

2 < Π >

ε0c0
= 43, 4 kV · m−1En�n B0 = E0

c0
= 1, 44 · 10−4 T. On a λ0 = c0

f
don
 f = c0

λ0
= 4, 8 · 1014 Hz ; ω = 2πf =

3, 0 · 1015 rad · s−1 ; k = ω
c0

= 9, 94 · 106 rad · m−1.
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i
e 5 Modèle photonique1. La relation de stru
ture entraîne ~B = k~ux∧ ~E
ω

= E0

c0

cos(ωt − kx)~uz.2. ~Π =
~E∧ ~B
µ0

= ε0c0E
2
0 cos2(ωt − kx)~ux don < ~Π >=

ε0c0E2

0

2 ~ux. < dP >=< ~Π > ·dS~ux =
ε0c0E2

0
dS

2 . Les photons qui frappent la surfa
e pendant dt sont 
eux situés à une distan
einférieure ou égale à c0dt, ils sont don
 situés dans un 
ylindre de base dS et de hauteur
c0dt ; il y en a don
 dN = n0dSc0dt. Leur énergie est dE = dN · hν, la puissan
e est don

dP = n0dSc0hν. Par identi�
ation :

ε0c0E
2
0dS

2
= n0dSc0hν donc n0 =

ε0E
2
0

2hν3. uem = ε0

2 E2 + 1
2µ0

B2 = ε0E
2, de valeur moyenne < uem >= ε0

2 E2
0 . Il y a n0 photons parmètre 
ube don
 < uem >= n0hν. Par identi�
ation :

ε0

2
E2

0 = n0hν donc n0 =
ε0E

2
0

2hν4. En reprenant 
omme à la question 2, 
haque photon qui rebondit sur la surfa
e a une variationde quantité de mouvement
δ~p =

[

−hν

c0
~ux

]

−
[

hν

c0
~ux

]

= −2
hν

c0
~uxPendant dt, la variation de quantité de mouvement des photons est don


d~p = dNδ~p = −2n0dSc0dt
hν

c0
~ux = −2n0dSdthν~uxLa loi de la quantité de mouvement donne don
 la for
e exer
ée par la paroi sur les photons :

~fparoi→photons =
d~p

dt
= −2n0dShν~ux donc ~fphotons→paroi = 2n0dShν~uxLa pression subie par la paroi est don


P =
f

dS
= 2n0hν = ε0E

2
0
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i
e 6 Cal
ul d'une pulsation plasmaCal
ulons n0. La loi des gaz parfaits donne
PV = nRT =

N

NA

RT donc n0 =
N

V
=

PNA

RT
= 7, 33 · 1024 m−3Par appli
ation de la formule du 
ours :

ωP

√

n0e2

ε0me

= 1, 53 · 1014 m · s−1Pour ω = ωP

2 , l'onde ne se propage pas dans le plasma et elle pénètre sur une épaisseur de l'ordrede
δ =

c0

ω
· 1
√

1 − ω2

ω2

P

=
4c0

ωP

√
3

= 4, 53 · 10−6 m
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i
e 7 Variations de vϕ et vg ave
 ωL'étude des deux fon
tions ne pose pas de di�
ulté. Elles sont dé�nies pour ω > ωP , vϕ eststri
tement dé
roissante de +∞ à c0, vg est stri
tement 
roissante de 0 à c0.

0

1

2

3

4

y

1 2 3 4 5 6 7 8
xL'inéquation s'é
rit :

vg > 0, 99c0 ⇔
√

1 − ω2
P

ω2
> 0, 99 ⇔ ω

ωP

=

√

1

1 − 0, 992
= 7, 1
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i
e 8 Étalement d'un groupe de randonneursLe premier randonneur arrive à la date tf telle que vM tf = 12 000 soit tf = 2 182 s. À 
ettedate, le dernier, a par
ouru vmtf = 9 819 m, mais 
omme il est parti 200 mètres derrière le premier,il se trouve à l'abs
isse 9 619 m, don
 ∆x = 12 000 − 9 619 = 2 381 m derrière le premier : lepaquet de randonneurs s'est e�e
tivement étalé 
ar sa longueur a augmenté d'un fa
teur supérieurà 10.
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i
e 9 Étude de l'ionosphère1. La pulsation plasma vaut
ωP

√

n0e2

ε0me

= 56, 3 · 106 rad · s−1Celle des grandes ondes est ωGO = 0, 63 · 106 rad · s−1 < ωP , 
elle des ondes FM ωGO =
630 · 106 rad · s−1 > ωP . Les GO ne se propagent pas, les ondes FM se propagent dansl'ionosphère.2. La rotondité de la Terre interdit une transmission dire
te. On a λ0 = c0

f
don


ω = 2πf =
2πc0

λ0
= 0, 509 · 106 rad · s−1 < ωPdon
 l'onde peut se ré�é
hir sur l'ionosphère. Considérons une onde émise en D à la surfa
ede la Terre, se ré�é
hissant en R sur la base de l'ionosphère et reçue en A :

O

D

R

A

α
R

h

On peut é
rire
cosα =

OD

OR
=

R

R + h
=

6400

6475
donc α = 0, 153 radLa distan
e maximale entre D et A est don


⌢

DA= 2α · RT = 1950 kmCette valeur est un peu inférieure aux 3200 kilomètres de l'énon
é. On peut 
onsidérer quel'ionosphère est beau
oup plus dense dans sa partie haute (aux alentours de 250 kilomètresd'altitude) que dans sa partie basse, et que la ré�exion se fait vers 200 kilomètres d'altitude.On obtient alors
cosα′ =

6400

6600
donc α′ = 0, 247 rad et

⌢

DA′= 2α′ · RT = 3160 kmqui est très pro
he de la valeur de l'énon
é.
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i
e 10 Vitesse de phase, vitesse de groupe dans un métalLa relation de dispersion s'é
rit
k′ =

√

µ0γω

2On en déduit la vitesse de phase :
vϕ =

ω

k′ = ω

√

2

µ0γω
=

√

2ω

µ0γet la vitesse de groupe :
vg =

dω

dk′ =
1

dk′

dω

=
2
√

µ0γω
2

µ0γ
2

=

√

8ω

µ0γOn a don
 vg = 2vϕ.
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i
e 11 E�et Joule dans un 
ondu
teur ohmique1. L'équation de Maxwell-Faraday donne :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

∧

∣

∣

∣

∣

∣

∣

E0e
− z

δ cos(ωt − z
δ
)

0
0

= −∂ ~B

∂t

donc
∂ ~B

∂t
= E0~uy

[

1

δ
e−

z
δ cos(ωt − z

δ
) − 1

δ
e−

z
δ sin(ωt − z

δ
)

]

donc ~B =
E0

ωδ
e−

z
δ ~uy

[

sin(ωt − z

δ
) + cos(ωt − z

δ
)
]soit B(z, t) = E0

√
2

ωδ
sin
(

ωt − z
δ

+ π
4

).2. En utilisant la loi d'Ohm lo
ale ~j = γ ~E :
pJ(z, t) = γE2

0e−
2z
δ cos2(ωt − z

δ
)don
 < pJ > (z) =

γE2

0

2 e−
2z
δ .3. En intégrant :

< P >=

∫ a

x=0

∫ a

y=0

∫ +∞

z=0

γE2
0

2
e−

2z
δ dxdydz = a2γ

γE2
0

2

[

e−
2z
δ

− 2
δ

]+∞

0soit < P >=
a2γδE2

0

4 .
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i
e 12 Ré�exion sous in
iden
e oblique1. Exprimons d'abord :
~ki ·

−−→
OM = k cos θx + k sin θy et ~kr ·

−−→
OM = krxx + kryy + krzzLe 
hamp éle
trique est tangentiel et don
 
ontinu en x = 0. Il est nul dans le métal pour

x = 0+, il est don
 aussi nul dans le vide (où règne la superposition de l'onde in
idente et del'onde ré�é
hie) pour x = 0−, soit :
∀y, z, t, E0ie

jωte−jk cos θ·0e−jk sin θy + E0re
jωrte−jkrx·0e−jkryye−jkrzz = 02. D'après la propriété donnée par l'énon
é, on en déduit que

E0i + E0r = 0, ω = ωr, k sin θ = kry et 0 = krz3. La relation de dispersion dans le vide pour les OPPMPR in
idente et ré�é
hie donne
k2 cos2 θ + k2 sin2 θ = ω2

c2

0

k2
rx + k2

ry = ω2

c2

0

}

donc k2
rx + k2

ry = k2

donc k2
rx = k2 − k2

ry = k2 − k2 sin2 θ = k2 sin2 θOr krx < 0 
ar l'onde ré�é
hie se propage de droite à gau
he don
 krx = −k cos θ.4. krz = 0 prouve que le rayon ré�é
hi est dans le plan d'in
iden
e (première loi de Des
artes).Les ve
teurs ~ki et ~kr sont symétriques par rapport à ~ux, le rayon ré�é
hi fait don
 ave
 lanormale un angle r = −θ (deuxième loi de Des
artes).
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i
e 13 Fréquen
e de 
oupure d'une 
avitéD'après le 
ours, la pulsation est quanti�ée et
ω = n

πc0

a
, n entierave
 πc0

a
= 50 MHz et n ≃ 2 pour la bande FM.
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i
e 14 N÷uds de vibration éle
triques et magnétiquesD'après le 
ours, k = nπ
a
. L'équation de Maxwell-Faraday s'é
rit

−∂ ~B

∂t
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

∧

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
E0 sin(kx) cos(ωt + ϕ)
0

= kE0 cos(kx) cos(ωt + ϕ)~uz

donc ~B = −kE0

ω
cos(kx) sin(ωt + ϕ)~uz� L'amplitude de vibration du 
hamp éle
trique est nulle quand

sin(kx) = 0 donc n
π

a
x = pπ soit x =

p

n
aor x ∈ [0, a] don
 p ∈ {0, . . . n}.� L'amplitude de vibration du 
hamp magnétique est nulle quand

cos(kx) = 0 donc n
π

a
x =

π

2
+ pπ soit x =

a

2n
+

p

n
aor x ∈ [0, a] don
 p ∈ {0, . . . n − 1}.
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i
e 15 Propagation guidée entre deux plans1. En remplaçant dans l'équation de d'Alembert : ~E = ~E(x, z, t) = Ey(x, z, t)~uy don

∆Ey − 1

c2
0

∂2Ey

∂t2
= 0

soit − k2β(z) cos(ωt − kx) + β′′(z) cos(ωt − kx) +
ω2

c2
0

β(z) cos(ωt − kx) = 0d'où β′′(z) +
(

ω2

c2

0

− k2
)

β(z) = 0.2. Les 
onditions aux limites s'é
rivent ~E = ~0 pour z = 0 et z = b, pour tout t et tout x, don

β(0) = β(b) = 0.3. Si ω < kc0, le terme entre parenthèses est négatif et posons 1

δ2 = k2− ω2

c2

0

. La solution généralede l'équation véri�ée par β est
β(z) = Ash

z

δ
+ Bch

z

δLes 
onditions aux limites donnent� en z = 0 : 0 + B = 0 don
 B = 0� en z = b : Ash b
δ

= 0 don
 A = 0.Par suite β(z) = 0 et il n'y a pas d'onde. Si ω = kc0, le terme entre parenthèses est nul don

β′′(z) = 0 don
 β(z) = Az + B. Les 
onditions aux limites donnent� en z = 0 : 0 + B = 0 don
 B = 0� en z = b : Ab = 0 don
 A = 0.Par suite β(z) = 0 et il n'y a pas d'onde. Par 
onséquent, ω > kc0. et l'équation est du typeos
illateur harmonique don


β(z) = A cos

(
√

ω2

c2
0

− k2z

)

+ B sin

(
√

ω2

c2
0

− k2z

)4. Les 
onditions aux limites donnent� en z = 0 : A + 0 = 0 don
 A = 0� en z = b : B sin
(
√

ω2

c2

0

− k2b
)

= 0Si B est nul, β(z) = 0 et il n'y a pas d'onde, don
 né
essairement
sin

(
√

ω2

c2
0

− k2b

)

= 0 donc

√

ω2

c2
0

− k2b = nπ, n entierLe terme de gau
he est stri
tement positif don
 n est un entier naturel non nul. On en déduitla relation de dispersion en élevant au 
arré :
[

ω2

c2
0

− k2

]

b2 = n2π2 donc k2 =
ω2

c2
0

− n2π2

b2Il y a une onde progressive si k est réel, don
 si k2 > 0, don
 si
ω2

c2
0

− n2π2

b2
> 0 soit ω >

nπc0

bLa plus petite valeur pour n est 1, don
 ωmin = πc0

b
.
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i
e 16 Modèle de l'éle
tron élastiquement lié1. La densité volumique de 
harge est uniforme, soit ρ = −e
4

3
πR3

0

. Tout plan 
ontenant −−→
OP estplan de symétrie des 
harges don
 ~E est dans leur interse
tion, soit ~E = E(r, θ, ϕ)~ur . Il ya invarian
e de la distribution de 
harges par rotations d'angle θ et ϕ don
 ~E = E(r)~ur.Appliquons le théorème de Gauss à la sphère de rayon r, de 
entre O, passant par P :

©
∫∫

~E · −→dS =
Qint

ε0
soit 4πr2 · E = ρ · 4

3
πr3don
 ~E = − er

4πε0R3

0

~ur.2. La for
e éle
trique est ~f = +e ~E soit
~f = − e2

4πε0R
3
0

r~ur3. Le ve
teur position est −−→OP = r~ur don
 ~f = −κ
−−→
OP qui 
orrespond à la for
e de rappel d'unressort de longueur à vide nulle et de 
onstante de raideur κ = e2

4πε0R3

0

.4. L'équation di�érentielle du mouvement de l'éle
tron sur l'axe (P, x) dé
oule de la loi de laquantité de mouvement appliquée à l'éle
tron dans le référentiel galiléen du laboratoire, ennégligeant le poids devant la for
e éle
trique (assimilée à la for
e éle
trique) :
~f = me~a donc − κx = meẍ soit ẍ +

κ

me

x = 0don
 ω0 =
√

κ
me

≃ 1016 rad · s−1 ave
 R0 = 10−10 m.5. La prise en 
ompte de la for
e de frottement et de la for
e éle
trique due au 
hamp os
illant
onduit à l'équation di�érentielle
−eE0 cos(ωt) − κx − αẋ = meẍ soit meẍ + αẋ + κx = −eE0 cos(ωt)En régime sinusoïdal for
é, on 
her
he x(t) sous la forme x(t) = Xcos(ωt + ϕ) soit, engrandeurs 
omplexes : x = Xej(ωt+ϕ). On rempla
e dans l'équation di�érentielle :

[

−meω
2 + jκα + κ

]

Xej(ωt+ϕ) = −eE0e
jωtet on en déduit X et ϕ en identi�ant modules et arguments des deux termes. Le systèmepossède don
 un moment dipolaire ~P = e

−−→
NP = −eXcos(ωt + ϕ)~ux qui forme bien un dip�leos
illant.
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i
e 17 Rayonnement et perte d'énergieL'éle
tron possède un mouvement 
ir
ulaire uniforme sous l'a
tion de la for
e 
entrale éle
trique,la loi de la quantité de mouvement s'é
rit don

− e2

4πε0r
2
0

~ur = −mer0ω
2~ur = −m

v2

r
~ur donc

{

ω =
√

e2

4πε0mer3

0

= 1, 59 · 1016 rad · s−1

mev
2 = e2

4πε0rOn remarque que ~ur = cos θ~ux + sin θ~uy ave
 θ = ωt don

~P = −er0~ur = −er0 cos(ωt)~ux − er0 sin(ωt)~uyqui est bien la superposition de deux dip�les os
illants selon les axes ~ux et ~uy, de même amplitude

P0 = er0 = 1, 6 ·10−29 C · m. L'énergie mé
anique du système est la somme de l'énergie potentielled'intera
tion éle
trique et de l'énergie 
inétique de l'éle
tron :
Em = Epel +

1

2
mev

2 = − e2

4πε0r
+

e2

8πε0r
= − e2

8πε0r
= −1, 2 · 10−18 JOr un dip�le éle
trique dissipe de l'énergie par rayonnement : l'énergie mé
anique va don
 sedissiper et l'éle
tron ne peut pas avoir un mouvement 
ir
ulaire uniforme. Le modèle 
lassique estdon
 rejeté et rempla
é par le modèle quantique de l'atome.
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i
e 18 Dip�le os
illant, dip�le tournant1. La �gure (2) permet de déterminer ~EPx
. On 
ompare 
ette �gure à la �gure (1) et on 
onstateque l'angle θ de la �gure (1) doit être rempla
é par π

2 −θ, le ve
teur ~uθ par −~uθ et qu'on doitprendre P (t) = P0 cos(ωt) don
 P̈ (t) = −ω2P0 cos(ωt), d'où par appli
ation de la formuledonnée
−→
E Px =

µ0 sin(π
2 − θ)

4πr
(−P0ω

2) cos

[

ω

(

t − r

c0

)]

(−−→u θ)qui 
onduit bien au résultat de l'énon
é. De même, pour la �gure (3), l'angle θ de la �gure(1) doit être rempla
é par π
2 , le ve
teur −~uθ par −~uϕ et on doit prendre P (t) = P0 sin(ωt)don
 P̈ (t) = −ω2P0 sin(ωt), d'où par appli
ation de la formule donnée

−→
E Py =

µ0 sin(π
2 )

4πr
(−P0ω

2) sin

[

ω

(

t − r

c0

)]

(−−→u ϕ)qui 
onduit bien au résultat de l'énon
é.2. Les deux 
hamps éle
triques ne sont pas en phase, l'onde en M est don
 polarisée re
tiligne-ment si −→E Px = ~0, don
 si θ = ±π
2 , polarisation selon ~uy.


