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172 CHAPITRE 11. THERMODYNAMIQUE QUANTITATIVEExer
i
e 1 Transformations du gaz parfait1. On a un gaz parfait monoatomique don
 CV m = 3
2R et CPm = 3

2R + R d'après la relationde Mayer don
 γ = 5
3 . Par loi des gaz parfaits, V0 = 73, 8 · 10−3 m3. La pression �naleest, par équilibre du piston P1 = P0 + mg

S
= 150350 Pa. Le piston est en permanen
e enéquilibre, 
'est don
 une adiabatique réversible et on peut appliquer la loi de Lapla
e : V1 =

V0

(

P0

P1

)
1
γ

= 58, 3 ·10−3 m3. On en déduit par loi des gaz parfaits T1 = 351 K. Par appli
ationde la première identité thermodynamique : dU = TdS −PdV don
 dS = nCV m
dT
T

− nR dV
V

;on véri�e que ∆S = 0, l'adiabatique réversible est isentropique.2. La pression �nale est la même P1 = P0 + mg
S

= 150350 Pa. Le piston étant transitoirementhors d'équilibre, la transformation n'est pas réversible don
 on ne peut pas appliquer Lapla
e.On revient don
 au premier prin
ipe : dU = δW + δQ soit nCV mdT = −PextdV + δQ ave

Pext = P1 (pression extérieure sur le piston) et δQ = 0 (adiabatique) d'où en intégrant
nCV m(T1 − T0) = −P1(V1 − V0). En 
ouplant 
ette équation ave
 la loi des gaz parfaits
P1V1 = nRT1, on en déduit T1 = 358 K puis V1 = 59, 4 · 10−3 m3.3. Cette transformation est exotique ; on la dé
ompose don
 en deux transformations élémen-taires :

E E
n moles

n moles
n moles

A B

(P1,T1)(P0,T0) (P2,T2)

V V0 V+V0 V

(P0,T0)Dans l'état initial, (1) P0V0 = nRT0. La première transformation est une détente de JouleGay-Lussa
 : elle est isoénergétique et isotherme 
ar 
'est un gaz parfait : (2) T1 = T0 et(3) P1(V + V0) = nRT0. La se
onde est analogue à la question pré
édente (
ompressionadiabatique non réversible monobare (Pext = P0). La pression �nale est don
 (4) P2 = P0,le premier prin
ipe donne (5) P0V0 = nCV m(T2 − T0) ave
 (6) P0V = nRT2. On a don
 6équations pour 6 in
onnues (T1, T2, P1, P2, V0 et n). On en déduit Tf = T2 = 7
5T0.
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i
e 2 Détente de Joule Gay-Lussa
1. La détente de Joule Gay-Lussa
 est isoénergétique (voir 
ours). L'hélium étant un gaz parfait,
U ne dépend que de la température don
 dU = 0 ⇒ dT = 0 don
 T1 = T0. Le volume �nalest V1 = 2V0. Par appli
ation de la loi des gaz parfaits, P1 = P0

2 .2. Appliquons la première identité thermodynamique :
dU = −PdV + TdS soit 0 = −PdV + TdS donc dS =

P

T
dV = nR

dV

VEb intégrant entre l'état initial et l'état �nal :
∆S = nR

∫ 2V0

V0

dV

V
= nR [ln(2V0) − lnV0] = nR ln

2V0

V0
= nR ln 23. Le système est 
alorifugé don
 δQ = 0 don
 dSéch = 0 et ∆Séch = 0. On en déduit que

∆Scréée = ∆S = nR ln 2 > 0La transformation est don
 irréversible. C'est l'hétérogénéité initiale de pression qui 
rééel'irréversibilité.4. Par extensivité de l'entropie :
∆S = ∆SHe + ∆SNe = 2nR ln 2Comme pré
édemment, l'entropie é
hangée est nulle, 
ette variation d'entropie est égale àl'entropie 
réée, appelée entropie de mélange ; elle est stri
tement positive, la transformationest don
 irréversible. L'hétérogénéité initiale de 
on
entrations en hélium et en néon 
rééel'irréversibilité.
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i
e 3 Transfert 
orps 
haud - 
orps froid1. En appliquant le premier prin
ipe au système, par extensivité :
dU = dU1 + dU2 = 0 donc CdT1 + CdT2 = 0 soit C(Tf − T10) + C(Tf − T20) = 0d'où Tf = T10+T20

2 = 300 K.2. Le système des deux 
orps est hétérogène à l'instant initial, on ne peut don
 pas lui appliquerles identités thermidynamiques. Mais en le dé
omposant, on peut appliquer 
es identités à
haque 
orps séparément :
{

dS1 = C dT1

T1

dS2 = C dT2

T2

donc

{

∆S1 = C ln
Tf

T10
= 69, 0 J · K−1

∆S2 = C ln
Tf

T20
= −64, 5 J · K−1Par extensivité de l'entropie :

∆S = ∆S1 + ∆S2 = C ln
T 2

f

T10T20
= 4, 5 J · K−13. ∆S1 > 0 et ∆S2 < 0. Mais 
ha
un de 
es deux 
orps é
hange de l'énergie thermique ave
l'autre, 
es variations ne sont don
 pas égales à l'entropie 
réées et leurs signes ne permettentpas de 
on
lure quant à la réversibilité de la transformation. La fa
e du solide 1 au 
onta
tdu solide 2 sera 
ertainement plus 
haude que le reste du solide 1, et ré
iproquement, 
elledu solide 2 au 
onta
t du solide 1 sera plus froide que le reste du solide 2. Les températuresdes deux solides ne sont don
 pas homogènes au 
ours de la transformation et l'hétérogénéité
réée une irréversibilité. Le système tout entier, lui, n'é
hange au
une énergie thermique ave
l'extérieur (l'é
hange est interne), don
 ∆S = Sc > 0 
e qui prouve l'irréversibilité de latransformation.
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i
e 4 Transformations ave
 résistan
e 
hau�anteDans 
haque 
as, on é
rit le système des six équations en les six in
onnues. Les trois équationstoujours vraies sont les deux lois des GP et la loi d'équilibre mé
anique du piston :
(1) P1fV1f = nRT1f , (2) P2fV2f = nRT2f et (3) P1f = P2f1. Par 
onservation du volume (4) V1f + V2f = 2V0. L'en
einte de gau
he 
ontient un GP quiévolue de façon adiabatique et réversible don
 d'après la loi de Lapla
e (5) P1fV

γ
1f = P0V

γ
0 .On é
rit le premier prin
ipe pour le système tout entier, les for
es sur le piston sont des for
esintérieures don
 le travail reçu par l'un des gaz est égal à 
elui fourni par l'autre et le travailpour le système est nul. Par extensivité de U :

dU1 + dU2 = 0 + δQ soit
nR

γ − 1
dT1 +

nR

γ − 1
dT2 = RI2dt

donc (6)
nR

γ − 1
[(T1f − T0) + (T2f − T0)] = RI2∆t2. Par équilibre du piston de gau
he (4) P1f = P0. Par appli
ation de la loi de Lapla
e au gazde gau
he, il vient don
 (5) V1f = V0. Par transitivité, la pression du gaz de droite reste
onstamment égale ) P0 et le premier prin
ipe appliqué à 
e système donne

dU2 = δW2 + δQ2 soit
nR

γ − 1
dT2 = −P0dV2 + RI2dt

donc (6)
nR

γ − 1
(T1f − T0) = −P0(V2f − V0) + RI2∆t3. Par 
onservation du volume (4) V1f + V2f = 2V0. Par équilibre thermique du gaz de gau
he

(5) T1f = T0. Celui-
i évolue de façon isotherme don
 le premier prin
ipe donne
0 = δQ1 − P1dV1 soit δQ1 = nRT0

dV1

V1
donc Q1 = nRT0 ln

V1f

V0Le premier prin
ipe appliqué au système tout entier indéformable donne
dU1 + dU2 = 0 + δQ1 + δQ2 soit 0 +

nR

γ − 1
dT2 = δQ1 + RI2dt

donc (6)
nR

γ − 1
(T1f − T0) = nRT0 ln

V1f

V0
+ RI2∆t



176 CHAPITRE 11. THERMODYNAMIQUE QUANTITATIVEExer
i
e 5 CalorimétrieLa faible quantité de gla
e 
omparée à la quantité d'eau liquide laisse imaginer que dans l'état�nal, elle aura 
omplètement fondu.� Le système formé du 
alorimètre et de l'eau liquide, de 
apa
ité thermique K + mce, re-froidissent de θ1 à θf .� Le glaçon e 
apa
ité thermique m2cg, se ré
hau�e de θ2 à 0◦C, il fond à 
ette température,puis l'eau de fusion, de 
apa
ité thermique m2ce, se ré
hau�e de 0◦C à θf .Le système étant 
alorifugé et isobare, la variation d'enthalpie, somme des deux par extensivité,est nulle :
0 = ∆H1 + ∆H2 = (K + mce)(θf − θ1) + m2cg(0 − θ2) + m2ℓf + m2ce(θf − 0)(remarquons que la relation ne fait apparaître que des di�éren
es entre températures, on peut don
rester en degrés Celsius)

soit θf =
(K + mce)(θf ) + m2cgθ2 − m2ℓf

K + mce + m2ce

= 24, 15◦CPar appli
ation de la deuxième identité thermodynamique, les variations d'entropie sont :� pour les 
hangements de température :
dH = V dP + TdS soit CdT = 0 + TdS donc dS = C

dT

T
et ∆S = C ln

Tf

Ti(remarquons que la relation fait apparaître des rapports entre températures, il est don
indispendable de travailler en Kelvin)� pour les 
hangements d'état isothermes et isobares ∆S = mℓ
T
.Par extensivité :

∆S = ∆S1+∆S2 = (K+mce) ln
273, 15 + θf

273, 15 + θ1
+m2cg ln

273, 15

273, 15 + θ2
+

m2ℓf

273, 15
+m2ce ln

273, 15 + θf

273, 15soit ∆S = +0, 140 J · K−1
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i
e 6 Surfusion du phosphoreOn travaille à pression atmosphérique, on peut don
 
onsidérer que la transformation est isen-thalpique et on la dé
ompose en deux :1. le phosphore surfondu se ré
hau�e à l'état liquide jusqu'à la température de 
hangementd'état :
∆H1 = mcℓ(Tf − T )2. à 
ette température, il y a solidi�
ation partielle d'une masse mS de phosphore :

∆H2 = mSℓS = −mSℓf

H étant une fon
tion d'état, sa variation ne dépend pas du 
hemin suivi :
∆H = 0 = ∆H1 + ∆H2 soit mS =

mcℓ(Tf − T )

ℓf

= 28, 5 gOn 
al
ule la variation d'entropie par la même dé
omposition en utilisant la deuxième identitéthermodynamique dH = TdS + V dP soit dS = dH
T

puisque les transformations sont isobares.1. pour le ré
hau�ement à l'état liquide
dS1 =

mcℓdT

T
donc ∆S1 = mcℓ ln

Tf

T2. pour le 
hangement d'état
dS2 =

dmℓS

Tf

donc ∆S2 = −mS

ℓf

Tfd'où ∆S = mcℓ ln
Tf

T
− mS

ℓf

Tf
= +0, 017 J · K−1 dont la positivité prouve le 
ara
tère spontanéde la transformation.
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i
e 7 Exploitation d'un diagramme de Clapeyron1. Diagramme 
omplété :

40

50

60

70

10 5 10

(dm   /kg)

(bar)

3u

Ps

liquide liquide+vapeur

vapeur
isotherme Troséeébullition

état fluideC

Le point 
ritique est au sommet de la 
ourbe de saturation (réunion des 
ourbes de rosée etd'ébullition) :
dPs

du
= 0 ⇔ −235

u2
+

466

u3
= 0 donc uc =

466

235
= 1, 983 dm3 · kg−1On en déduit Pc = Ps(uc) = 72, 9 bar.2. Le volume massique est

u =
V

m
=

6, 0 · 10−3

2, 0 · 10−3
= 3, 0 dm3 · kg−1On tra
e le palier de 
hangement d'état à la pression P = 60 bar. On mesure aux deuxextrémités :

uL = 1, 35 dm3 · kg−1 et uV = 3, 7 dm3 · kg−1On applique le théorème des moments :
xV =

u − uL

uV − uL

= 0, 702On en déduit
mV = xV · m = 2, 11 g et mL = m − mV = 0, 89 g3. En 
as d'in
endie, le 
ontenu de la bouteille subit un é
hau�ement iso
hore. Le point représen-tatif de l'état du système dé
rit don
 un segment verti
al sur le diagramme de Clapeyron.Comme u < uc, l'évolution diphasée se fait ave
 ave
 un titre en vapeur 
roissant, le seg-ment 
oupe la 
ourbe de rosée où le système devient totalement gazeux, et la pression dansla bouteille augmente alors modérément (pour que la pression soit multipliée par 2, à vol-ume 
onstant, il faudrait que la température soit aussi multipliée par environ 2 (loi des gazparfaits)). En revan
he, si on avait u < uc, le segment 
ouperait la 
ourbe d'ébullition, lesystème deviendrait alors totalement liquide, or la pression d'un liquide fortement lorsque latempérature augmente à volume 
onstant, et la bouteille riquerait d'exploser. C'est pourquoion remplit toujours les bouteilles de � gaz � ave
 une faible quantité de liquide.
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i
e 8 Changement d'état de l'eau1. À l'état �nal, si l'eau était sous forme de vapeur, on aurait la loi des gaz parfaits
n1 =

P1V1

RT
= 0, 692 mol < 1 molOn a don
 un mélange diphasé et P1 est égal à la pression de vapeur saturante à T = Text.2. La transformation se fait le long d'une isotherme, 
e qui permet de visualiser les deux étapesde la transformation.

P

V

(T)

V V V1 0r3. On dé
ompose la transformation en deux parties.(a) D'abord l'eau est 
omprimée à l'état de GP de façon isotherme jusqu'au point de roséeoù P = Psat = P1 et Vr = 1RT
P1

= 1, 08 m3 :
δW ′ = −PdV = −nRT

dV

V
donc W ′ = −1RT ln

Vr

V0
= 2538 J(b) Le mélange diphasé est 
omprimé de façon isotherme et isobare du point de roséejusqu'au point �nal :

δW ′′ = −P1dV donc W ′′ = −P1(V1 − Vr) = 4406 JEn supposant que la transformation est lente et quasistatique, W = W ′ + W ′′ = 6944 J.4. On suppose que le volume o

upé par la phase liquide est négligeable devant le volume àl'état de vapeur, don
 Vv ≃ V1 et nV = n1 = 0, 692 mol. Par suite xV = mV

m
= nV

n
= 0, 692.
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i
e 9 Calorimètre à gla
e1. Le piston est à l'équilibre mé
anique don
 P1 = P0. La transformation est adiabatique etmonobare à lapression extérieure P0, don
 par appli
ation du premier prin
ipe :
dU = δQ + δW soit

nr

γ − 1
dT = 0 − P0dV donc

nr

γ − 1
(T1 − T0) = −P0(V1 − V0)La loi des gaz parfaits s'é
rit, dans l'état initial P0

2 V0 = nRT0 et dans l'état �nal P0V1 =
nRT1. On en déduit

nr

γ − 1
(T1 − T0) = −nR(T1 − 2T0) donc T1 =

2γ − 1

γ
T0En faisant le rapport des deux lois des gaz parfaits, le volume �nal est don


V1 =
V0

2
· T1

T0
=

2γ − 1

2γ
V02. Le mélange eau-gla
e évolue à pression, don
 à température 
onstante tant qu'il existe de lagla
e, don
 T ′

1 = T0 et P ′
1 = P0 don
 V ′

1 = V0

2 d'après la loi des gaz parfaits.3. Le système (1) est le siège d'un 
hangement d'état isotherme et isobare, don
 par appli
ationde la deuxième identité thermodynamique :
dH = V dP + TdS soit dS =

dH

T0
donc ∆S1 =

mℓf

T0où m est la masse de gla
e qui fond et ℓf l'enthalpie massique de fusion. Or mℓf est aussil'énergie thermique Q2 reçue par (2), don
 l'opposé de 
elle Q1 reçue par (1). En appliquantle premier prin
ipe à (1) :
∆U1 = W1 + Q1 donc Q2 = −Q1 = W1 −∆U1 = −P0(V

′
1 −V1)−

nR

γ − 1
(T0 −T1) = nRT0d'où ∆S1 = nR. Appliquons la première identité thermodynamique au système (2) :

nR

γ − 1
dT = −PdV + TdS donc dS =

nR

γ − 1
· dT

T
+

P

T
dV =

nR

γ − 1
· dT

T
+ nR

dV

V

donc ∆S2 =
nR

γ − 1
ln

T0

T0
+ nR ln

V1

V0
= nR ln

2γ − 1

2γ
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e 10 Dilution unidire
tionnelle1. Exprimons les dérivées première par rapport à t et se
onde par rapport à x :
T (x, t) = At−

1
2 e−

x2

4Dt

∂T

∂t
= −A

2
t−

3
2 e−

x2

4Dt +
Ax2

4D
t−

5
2 e−

x2

4Dt

∂T

∂x
= −Ax

2D
t−

3
2 e−

x2

4Dt

∂2T

∂x2
= − A

2D
t−

3
2 e−

x2

4Dt +
Ax2

4D2
t−

5
2 e−

x2

4DtOn a don
 bien ∂T
∂t

= D ∂2T
∂x2 don
 l'équation de di�usion est véri�ée et D est le 
oe�
ient dedi�usion thermique.2. L'argument de l'exponentielle est sans dimension. On 
onnaît les termes e−

t
τ , e−

x
δ et e−

x2

δ2 .On é
rit don
 :
x2

4Dt
=

x2

L2
· τ

toù τ est un temps 
ara
téristique et L une longueur 
ara
téristique du phénomène de di�u-sion. Par identi�
ation :
L2

τ
= 4Dqui est (au fa
teur 4 près) la relation entre les ordres de grandeur donnée par le 
ours.3. Pour t → 0, la 
ourbe est nulle partout (l'exponentielle tend vers zéro et domine le 
oe�
ient

A√
t
) et in�nie pour x = 0 (l'exponentielle vaut 1 et A√

t
tend vers l'in�ni) : on a don
 unetempérature très forte en x = 0, et nulle partout ailleurs. Pour t → ∞, la 
ourbe est nullepartout.4. Pour tout x 6= 0, la température vaut 0 à l'instant initial et tend vers 0 quand t tend versl'in�ni : elle passe don
 né
essairement par un maximum, lorsque l'onde thermique passe.

∂T

∂t
= 0 ⇔ −A

2
t−

3
2 e−

x2

4Dt +
Ax2

4D
t−

5
2 e−

x2

4Dt = 0 donc tm =
x

D
√

25. Les graphes évoquent un passage d'une forte hétérogénéité de température (très 
haud auvoisinage de x = 0 et très faible ailleurs) à une situation uniforme (très froid partout) : toutse passe 
omme si l'énergie interne se diluait sur un barreau re
tiligne in�ni.
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e 11 Théorie des 
aves1. Tm est la température moyenne, soit Tm = 300 K, Ta est l'amplitude thermique, soit Ta =
10 K, ω = 2π

T
est la pulsation don
 ω = 2π

86 400 . Pour z = 0 et t = 0, T est la température dusol 16 heures, elle est maximale don
 ϕ = 0.2. On prend ε = +1 qui 
orrespond à une propagation dans le sens des z dé
roissants, du solvers le sous-sol.3. Cal
ulons les dérivées partielles :
∂T

∂t
= −ωTae

z
δ sin (ωt + kz)

∂T

∂z
=

Ta

δ
cos (ωt + kz)− kTa sin (ωt + kz)

∂2T

∂z2
=

[

1

δ2
− k2

]

Tae
z
δ sin (ωt + kz) − 2k

δ
Tae

z
δ cos (ωt + kz)En remplaçant dans l'équation de di�usion thermique ∂T

∂t
= DQ

∂2T
∂x2 , on identi�e les 
oe�-
ients des termes en sinus et en 
osinus :

1

δ2
− k2 = 0 et − 2kQD

δ
= −ω

donc k =
1

δ
et ωδ2 = 2DQ4. L'appli
ation numérique donne

DQ =
λ

µc
= , 4 · 10−7 m2 · s−1 et δ =

√

2DQ

ω
= 8, 1 cmLa fon
tion de température est don


T (z, t) = 300 + 10e
z

0,081 cos

(

2π
t

86400
+

z

0, 081

)5. T est don
 une fon
tion sinusoïdale du temps dont l'amplitude dé
roît exponentiellementave
 la profondeur. Les 
ourbes sont déphasées, il y a un retard de l'onde thermique dû à sapropagation di sol vers le sous-sol.
–1

–0.5

0

0.5

1

10 20 30 40
t

Pour z < −5δ soit z < −40, 5 cm, les variations diurnes de T sont quasiment nulles : latempérature est alors extrêmement stable. Ave
 les mêmes expressions littérales, mais enétudiant les variations annuelles de la température, on obtient qu'à quelques mètres sousterre, la température ne varie quasiment pas au 
ours de l'année, 
'est 
e qu'on observe dansune 
ave.



183Exer
i
e 12 Di�usion ave
 
réation proportionnelle1. La nullité à toute date de T en x = 0 et en x = L entraîne
ν(0) = ν(L)2. Cal
ulons les dérivées partielles :

∂T

∂t
= βν(x)eβt

∂T

∂x
= ν′(x)eβt et

∂2T

∂x2
= ν′′(x)eβtEn remplaçant dans l'équation de di�usion, il vient :

βν(x)eβt = Dν′′(x)eβt + kν(x)eβt

donc ν′′(x) +
k − β

D
ν(x) = 03. Supposons d'abord que k < β et posons k−β

D
= − 1

δ2 . L'équation s'é
rit
ν′′(x) − 1

δ2
ν(x) = 0L'équation 
ara
téristique s'é
rit r2− 1

δ2 = 0 don
 r = ± 1
δ
. La solution générale de l'équationest don


ν(x) = Ae−
x
δ + Be

x
δLes 
onditions aux limites donnent en x = 0 : A + B = 0 et en x = L : Ae−

L
δ + Be

L
δ . Cesystème, de déterminant non nul 
ar L 6= 0, est un système de Cramer dont l'unique solutionest A = B = 0, don
 ν(x) = 0 et T (x, t) = 0 (solution triviale) : on rejette don
 
e 
as. Demême, si k = β, ν′′(x) = 0 don
 ν(x) = Ax + B ; les 
onditions aux limites donnent B = 0et AL + B = 0 don
 A = B = 0 et on rejette aussi 
e 
as. Par 
onséquent, k > β.4. Posons alors k−β

D
= 1

δ2 . L'équation s'é
rit
ν′′(x) +

1

δ2
ν(x) = 0C'est une équation du type os
illateur harmonique, don


ν(x) = A cos
x

δ
+ B sin

x

δLes 
onditions aux limites donnent en x = 0 : A = 0 et en x = L : B sin L
δ

= 0. Pour que Bne soit pas nul lui-aussi, il faut don
 que
sin

L

δ
= 0 donc

L

δ
= nπoù n est un entier naturel non nul (
ar L > 0). Dans 
e 
as, la solution générale est don


ν(x) = B sin
(

nπ
x

L

)

et T (x, t) = B sin
(

nπ
x

L

)

eβtOr une température ne peut pas être négative, don
 pour x ∈ [0, L], le sinus ne doit pas
hanger de signe. Sa période est 2L
n
, don
 né
essairement n = 1. On a don
 montré que

L

δ
= π soit L

√

k − β

D
= π
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édente donne
β = k − π2D2

L2Si β < 0, T (x, t) tend vers zéro quand t → ∞, mais si β > 0, T (x, t) tend vers l'in�ni quand
t → ∞. Il y a don
 danger si

k − π2D2

L2
> 0 soit D >

kL2

π2don
 D∗ = kL2

π2 .



185Exer
i
e 13 Se
ond prin
ipe et 
ondu
tion thermique1. Nous sommes dans les 
onditions d'appli
ation de la loi des résistan
es thermiques : régimequasi-stationnaire et géométrie unidimensionnelle. La résistan
e du barreau est R = λS
L

et le�ux (mesuré dans le sens de 1 vers 2) est don

Φ(t) =

λS

L
(T1(t) − T2(t))2. Appliquons le premier prin
ipe aux deux solides indéformables : pour 
ha
un d'eux, δW = 0.L'énergie thermique reçue par le solide 1 pendant dt est −Φ(t) · dt et 
elle reçue par le solide2 est +Φ(t) · dt. Par 
onséquent :

{

CdT1 = −λS
L

(T1(t) − T2(t))dt

CdT2 = λS
L

(T1(t) − T2(t))dt
donc

{

dT1

dt
= − 1

2τ
T1(t) + 1

2τ
T2(t)

dT2

dt
= 1

2τ
T1(t) − 1

2τ
T2(t)ave
 τ = 2λS

LC
. En e�e
tuant la somme et la di�éren
e de 
es deux équations, et en posant

S(t) = T1(t) + T2(t) et D(t) = T1(t) − T2(t), il vient :
dS

dt
= 0 et

dD

dt
= −1

τ
DCes deux équations s'intégrent de façon immédiate et en utilisant les 
onditions initiales

S(0) = T10 + T20 et D(0) = T10 − T20, on en déduit
{

S(t) = T10 + T20

D(t) = T10 − T20e
− t

τ
donc

{

T1(t) = S(t)+D(t)
2 = T10+T20

2 + T10−T20

2 e−
t
τ

T2(t) = S(t)−D(t)
2 = T10+T20

2 − T10−T20

2 e−
t
τ3. QUand t → ∞ :

T1f = T2f = Tf =
T10 + T20

24. Par appli
ation de la première identité thermodynamique :
{

dS1 = CdT1

T1

dS2 = CdT2

T2

donc

{

∆S1 = C ln
Tf

T10

∆S2 = C ln
Tf

T20Par extensivité :
∆S = ∆S1 + ∆S2 = C ln

T 2
f

T10T205. Le système 
omplet n'é
hange pas d'énergie thermique ave
 l'extérieur. ∆S est don
 l'entropie
réée. Cher
hons son signe. Pour 
omparer le rapport T 2
f

T10T20
à 1, faisons la di�éren
e entrele numérateur et le dénominateur :

T 2
f − T10T20 =

[

T10 + T20

2

]2

− T10T20 =
T 2

10 + 2T10T20 + T 2
20 − 4T10T20

4
=

[

T10 − T20

2

]2On en 
on
lut que T 2
f ≥ T10T20, l'inégalité étant stri
te si et seulement si T10 6= T20. Par
onséquent, ∆S ≥ 0 et la transformation irréversible dès que T10 6= T20.
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i
e 14 Étude d'une 
apsule spatiale1. Par appli
ation des formules du 
ours :
R1 =

e

λπr2
1

et R′ =
e′

λ′πr2
12. Il y a une forte analogie ave
 la résistan
e thermique unidire
tionnelle : au numérateur, onre
onnaît l'épaisseur de la paroi. Au dénominateur, on re
onnaît la surfa
e d'une paroi derayon moyen rm = r1+r2

2 : 
elle de la demi-sphère ( 1
2 ·4πr2

m) pour R, 
elle de la paroi latéraledu 
ylindre pour R2 (2πrmH). Les deux expressions sont don
 bien du type e
λS

.3. Voi
i le s
héma éle
trique équivalent du dispositif (l'extérieur, au zéro absolu, est représentépar la masse) :
P

R

R’
T c

R R 12

T s

TeLes lois des n÷uds en C et en S s'é
rivent respe
tivement :
{

P = Tc−Te

R
+ Tc−Ts

R′

Tc−Ts

R′
= Ts−Te

R2
+ Ts−Te

R1

donc

{

P = Tc−Te

R
+ Ts

R2
+ Ts

R1
= 1590 W

1
R′

=
Ts
R2

+ Ts
R1

Tc−Ts
= 42W · K−14. Comme le sas n'est pas équipé d'un système de 
hau�age, il n'est 
hau�é que par l'énergiethermique qui travers la 
loison par 
ondu
tion, λ′ doit don
 être faible.5. Il y a 
hau�age par rayonnement, il faut don
 équiper le d�me d'un bou
lier thermique et /ou d'in système de 
limatisation.
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i
e 15 Croissan
e d'une 
ou
he de gla
e1. La 
ou
he de gla
e d'épaisseur e et de surfa
e S se 
omporte 
omme une résistan
e thermique
e

λS
entre l'eau à θ = i et l'air à θe. Le �ux thermique qui la traverse, de l'eau vers l'air (dubas vers le haut) est don


Φ =
λS

e
(θi − θe)Pendant l'intervalle de temps dt, la 
ou
he de gla
e 
roît de de. Il y a don
 solidi�
ation de

µSde d'eau qui libère Φdt. Le bilan thermique s'é
rit don

λS

e
(θi − θe)dt = µShf · de2. L'équation di�érentielle s'é
rit don


e · de = βdt avec β =
λ

µhf

(θi − θe)3. C'est une équation à variables séparables :
∫ e

0

e · de =

∫ t

0

βdt donc e =
√

βt
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i
e 16 Température au 
entre de la Terre1. La 
ou
he a un volume
4

3
π(r + dr)3 − 4

3
πr3 ≃ 4πr2drPendant dt, les é
hanges thermiques qu'elle subit sont :� une énergie thermique par 
ondu
tion venant des 
ou
hes internes :

δQr = j(r) · 4πr2 · dt� une énergie thermique par 
ondu
tion 
édée vers les 
ou
hes externes :
δQr+dr = j(r + dr) · 4π(r + dr)2 · dt� une énergie thermique 
réée par désintégrations radioa
tives :

δQi = PV · 4πr2dr · dtEn régime permanent, le premier prin
ipe s'é
rit
dU = δW + δQ soit 0 = 0 + δQr − δQr+drδQi

mathsoitPV · 4πr2drdt = j(r + dr)4π(r + dr)2dt − j(r)4πr2dt

soit PV r2 =
(r + dr)2j(r + dr) − r2j(r)

drd'où ∂(r2j)
∂r

= PV r22. La loi de Fourier s'é
rit −→j = −λ
−−−→
grad T soit j(r) = −λ∂T

∂r
.3. On intègre l'équation en j :

r2j(r) = PV

r3

3
+ K donc j(r) =

PV

3
r +

K

r2

j ne pouvant pas être in�ni au 
entre de la Terre, K = 0 don
 j(r) = PV

3 r et T (r) = T0−PV

6λ
r2En r = R, on a la 
ondition aux limites s'é
rit

j(R) = −λ
∂T

∂r
(r = R) = −λ · −30

1000
= 0, 03λdon
 PV

3 R = 0, 03λ et j(r) = 0, 03λ r
R
d'où T = T0 − 0, 015 r2

R4. T (R) ≃ 0 (température du 
osmos interplanétaire, en négligeant l'épaisseur de l'atmosphèredevant le rayon de la Terre) don
 0 = T0 − 0, 015R don
 T0 = 0, 015R = 95700 K.
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i
e 17 Détente de Joule-Thomson1. Voir 
ours.2. Le 
hangement d'état n'est ni isotherme ni isobare. On dé
ompose don
 la transformationen utilisant le fait que l'enthalpie est une fon
tion d'état et que sa variation ne dépend don
pas du 
hemin suivi. Traçons l'allure du 
hemin dans le diagramme de Watt :
P

V

(T    )

(T    )0

1

A

CB

De A à B, le système subit un refroidissement à l'état liquide le long de la 
ourbe d'ébullition :
∆HAB = mc(T1 − T0)De B à C, le système subit la vaporisation partielle isobare et isotherme d'une masse xV mde liquide :

∆HBC = xV mhvapLa détente de Joule-Thomson est isenthalpique don

∆H = 0 = ∆HAB + ∆HBC soit mc(T1 − T0) + xV mhvap = 0d'où xV = c(T0−T1)

hvap
.
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i
e 18 Relation de Bernoulli1. Appliquons le premier prin
ipe en système ouvert : le système ne reçoit ni énergie thermiqueni travail utile, don

∆ec + ∆ep + ∆h = 0 soit ec1 + ep1 + u1 + P1v1 = ec2 + ep2 + u2 + P2v2� D'après l'énon
é, u1 = u2 ;� le volume massique v est l'inverse de la masse volumique µ, soit v = 1

µ
;� l'énergie 
inétique massique est ec = 1

2V 2 ;� l'énergie potentielle massique de pesanteur est ep = gz.On en déduit que
1

2
V 2

1 + gz1 +
P1

µ1
=

1

2
V 2

2 + gz2 +
P2

µ2soit P1 + µ
V 2
1

2 + µgz1 = P2 + µ
V 2
2

2 + µgz2.2. Vidange d'un réservoir.(a) En appliquant la relation de Bernoulli entre le point A et le point E :
PA + µA

V 2
A

2
+ µAgzA = PE + µE

V 2
E

2
+ µEgzEL'eau est in
ompressible don
 µA = µB = µ, elle est à la pression atmosphérique en Aet en E don
 PA = PE = P0, l'énon
é pré
ise que VA ≪ VE et les altitudes sont zA = Het zE = −h, don


P0 + µgH = P0 + µ
V 2

E

2
− µgh = 0don
 vE =

√

2g(H + h) (relation de Torri
elli). En appliquant la relation de Bernoullientre B et E :
PB + µ

V 2
B

2
+ µg · 0 = P0 + µ

V 2
E

2
− µghOr la se
tion S de la 
analisation est la même en B et en E ; par 
onservation du débitmassique :

µSVB = µSVE donc VB = VEPar 
onséquent :
PB = P0 − µgh(b) Cette pression peut s'annuler si P0 = µgh, elle peut don
 être inférieure à PS . Remar-quons que 
'est en B que la pression est la plus faible dans la 
analisation, 
ar 
'est lepoint d'altitude la plus élevée.(
) La relation de Bernoulli appliquée entre A et E′ donne le même résultat que pré
édem-ment et vE′ =

√

2g(H + h). Par 
onservation du débit entre B et E′ :
µSVB = µsVE′ donc VB =

s

S

√

2g(H + h)En appliquant la relation de Bernoulli entre B et E′ :
PB + µ

V 2
B

2
+ µg · 0 = P0 + µ

V 2
E′

2
− µgh

soit PB = P0 − µgh + µg(H + h)

(

1 − s2

S2

)La 
ondition de non 
avitation est don
 PB > PS soit
s < S

√

1 − PS − P0 + µgh

µg(H + h)
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i
e 19 Pompe1. Pendant l'intervalle de temps dt, l'eau dans la 
analisation 
ylindrique se dépla
e de V0 · dt.À travers une surfa
e de 
ontr�le S passe don
 une masse dm = µ0S ·V0dt d'eau, le débit estdon

D0 =

dm

dt
=

µ0S · V0dt

dt
= µ0S · V0don
 v0 = D0

µ0S
.2. Appliquons la relation de Bernoulli entre un point A au fond du la
 loin de la pompe et unpoint E à l'entrée de la pompe :

PA + µ
V 2

A

2
+ µg(−h) = Pe + µ

V 2
e

2
+ µg(−h)En A, l'eau est immobile don
 VA = 0. En appliquant la loi de l'hydrostatique entre le fonddu la
 en A et le point A0 à la surfa
e du la
 au dessus de A :

dP

dz
= −µ0g donc

∫ A

A0

dP =

∫ −h

z=0

µ0gdz

soit PA − P0 = 0 + µ0gh et PA = P0 + µ0ghOn en déduit que Pe = P0 + µ0gh − µ0
V 2
0

2 .3. Appliquons le premier prin
ipe en système ouvert entre l'entrée et la sortie de la pompe :
ecs − ece + eps − epe + us + Psvs − ue − Peve = wu + q� Les vitesses sont identiques don
 ecs = ece.� Les altitudes sont ze = −h et zs = 0 don
 eps − epe = gh.� Les énergies internes sont identiques d'après l'énon
é don
 us = ue.� Les volumes massiques sont les inverses des masses volumiques don
 vs = ve = 1

µ0
.� D'après le 
ours, wu = Pm

D0
.� D'après l'énon
é, q = 0.On en déduit que

gh +
P0

µ0
− Pe

µ0
=

Pm

D0

soit Pm = D0gh +
D0P0

µ0
−

D0

(

P0 + µ0gh− µ0
V 2
0

2

)

µ0
= D0

V 2
0

2
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i
e 20 Sè
he-
heveux1. Pendant l'intervalle de temps dt, l'air à la sortie se dépla
e de Vs · dt. À travers la surfa
e de
ontr�le S passe don
 une masse dm = µsS · Vsdt d'air, le débit est don

Dm =

dm

dt
=

µsS · Vsdt

dt
= µsS · VsLa relation n = m

M
donne

dn = dne = dns =
dm

M
=

Dmdt

MLa loi des gaz parfaits donne
PV = nRT =

m

M
RT soit PM =

m

V
RT = µRT donc µs =

PM

RTsOn en déduit que
Vs =

Dm

Sµs

=
DmRTs

SPM2. Appliquons le premier prin
ipe en système ouvert entre l'entrée et la sortie :
ecs − ece + eps − epe + hs − he = wu + q� La vitesse à l'entrée est presque nulle et elle vaut Vs à la sortie.� Les altitudes sont les mêmes don
 eps = epe.� L'air étant assimilé à un gaz parfait :

hs − he = cP (Ts − Te) =
CPm

M
∆T� D'après le 
ours, wu = Pm

Dm
et q = Pth

Dm
.On en déduit que

V 2
s

2
+

CPm

M
∆T =

Pm + Pth

Dm

donc P = Dm

[

V 2
s

2
+

CPm

M
∆T

]3. En prenant Vs ≃ 5 m · s−1, Dm ≃ 5 g · s−1 et ∆T ≃ 30 K, on remarque que la puissan
emé
anique est négligeable devant la puissan
e thermique et on obtient P ≃ 150 W.4. L'air 
haud est sus
eptible de se 
harger de beau
oup plus d'humidité que l'air froid ; deplus, le 
ourant d'air assure le renouvellement permanent d'air 
haud et se
, dont la pressionpartielle en eau est presque nulle.
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i
e 21 Cy
le de LenoirTraçons le diagramme de Watt du 
y
le.
P

V

A

B

C

(T    )

(T    )

(T    )

C

B

A1. Il est immédiat que VA = VB et PA = PC . La loi de Lapla
e donne PBV
γ
B = PCV

γ
C .2. L'énergie utile est −W = −WAB − WBC − WCA et l'énergie 
oûteuse est la somme desénergies thermiques positives reçues par le �uide, don
 QAB. Cal
ulons les quatre termes.� (AB) est une 
ompression iso
hore don


WAB =

∫ B

A

−PdV = 0� Le premier prin
ipe appliqué à (AB) donne don

∆UAB = 0 + QAB soit QAB = CV (TB − TA) =

nR

γ − 1
(TB − TA)soit QAB = 1

γ−1 (PBVB − PAVA).� (BC) est une détente adiabatique réversible don
 le premier prin
ipe donne
∆UBC = WBC + 0 soit WBC = CV (TC − TB) =

nR

γ − 1
(TC − TB)soit WBC = 1

γ−1 (PCVC − PBVB).� (CA) est un refroidissement isobare don

WCA =

∫ A

C

−PdV = −PA

∫ VA

VC

dV = −PA(VA − VC)soit WCA = −PAVA + PCVC 
ar PA = PC .On en déduit le rendement :
ρ =

−W

QAB

=

1
γ−1 (PBVB − PCVC) + PAVA − PCVC

1
γ−1 (PBVB − PAVA)
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i
e 22 Turboréa
teur1. Voi
i l'allure du diagramme :
P

V

A

B C

D
PA

AaP

2. Les transferts thermiques sont lents et les pressions dans les gaz sont à peu près homogènes,don
 les transformations réversibles.3. Par appli
ation de la loi de Lapla
e sur la transformation adiabatique réversible (A, B) :
P

1−γ
A T

γ
A = P

1−γ
B T

γ
B donc

TA

TB

=

(

PB

PA

)

1−γ
γdon
 TA

TB
= a

1−γ
γ .4. Les lois de Lapla
e entre A et B et entre D et C sont jumelles 
ar les pressions sont lesmêmes ; on en déduit que

TA

TB

=
TD

TC

soit
TC

TB

=
TD

TA5. Pour les transformations� isobares : W = −P (Vf − Vi)nR(Ti − Tf ) et Q = ∆H = γnR
γ−1 (Tf − Ti) ;� adiabatiques réversibles : Q = 0 don
 W = ∆U = nR

γ−1 (Tf − Ti).On peut don
 
al
uler systématiquement les travaux et énergies thermiques pour les quatretransformations :
transformation W Q

(AB) nR
γ−1(TB − TA) 0

(BC) nR(TB − TC) γnR
γ−1 (TC − TB)

(CD) nR
γ−1(TD − TC) 0

(DA) nR(TD − TA) γnR
γ−1 (TA − TD)On véri�e que la seule énergie thermique positive reçue par le �uide est QBC et le rendementdu moteur est don


ρ =
−W

QBCPar appli
ation du premier prin
ipe au 
y
le tout entier :
∆U = 0 = W + [0 + QBC + 0 + QDA] donc − W = QBC + QDAOn en déduit que

ρ =
QBC + QDA

QBC

= 1 +
QDA

QBCEn remplaçant, on obtient don

ρ = 1 +

TA − TD

TC − TB



1956. On peut é
rire
ρ = 1 +

TA

(

1 − TD

TA

)

TB

(

TC

TB
− 1

)et en utilisant le résultat de la question 4, on simpli�e 
ette expression :
ρ = 1 − TA

TB

= 1 − a
1−γ

γ
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i
e 23 Pompe à 
haleur ave
 pseudo-sour
e1. Travaillons en Kelvin. Il ne faut pas 
onfondre le bilan thermodynamique pour le �uide qui
ir
ule dans la pompe à 
haleur et 
elui pour la sour
e 
haude. Pour la ma
hine, on utiliseles lois habituelles du 
y
le de Carnot pour déterminer le travail δW né
essaire pour donnerl'énergie thermique δQc à la sour
e 
haude et la ré
hau�er ainsi de dTc. Par appli
ation dupremier et du se
ond prin
ipe au 
y
le supposé réversible :
δW + δQc + δQf = 0 et

δQc

Tc

+
δQf

Tf

= 0 donc δW = −δQc

[

1 − Tf

Tc

]Par appli
ation du premier prin
ipe au système de la sour
e 
haude indéformable, re
evant
−δQc de la part de la pompe à 
haleur :

dU = 0 + δQ soit mceaudTc = −δQcOn en déduit la relation in�nitésimale
δW = mceaudTc

[

1 − Tf

Tc

]2. On intégre l'expression
W = mceau

∫ T1

Tc=T0

[

1 − Tf

Tc

]

dTc

donc W = mceau

[

(333 − 293)− 278 ln
333

293

]

= 37, 2 MJOn en déduit la puissan
e moyenne P = W
7200 = 5, 16 kW.
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i
e 24 Étude d'un 
limatiseurOn repère les quatre points sur le diagramme grâ
e à leurs températures, leurs propriétés depoint de rosée ou de point d'ébullition, leurs enthalpies massiques :

100 200 300 400 500 600

P (10   Pa)5

1

2

3

4

5
6
7
8
9
10

20

30

40

h (kJ/kg)220 K

230 K

240 K

260 K

250 K

270 K

280 K

290 K

300 K

310 K
320 K
330 K

E F

G
H

1. Par le
ture dire
te, on trouve P1 = 11 · 105 Pa et P2 = 32 · 105 Pa.2. L'unité de masse du �uide au point E est 
onsituée d'une masse xE de gaz et d'une masse
(1 − xE) de liquide. Son enthalpie massique vaut don


hE = xEhV + (1 − xE)hL donc xE =
hE − hL

hV − hLOn a ainsi redémontré le théorème des moments. On lit sur le graphique qu'à la température
T1 = 280 K, à l'extrémité gau
he du palier (point d'ébullition), hL = 210 kJ · kg−1 et àl'extrémité droite (point de rosée), hV = 425 kJ · kg−1. L'énon
é donne hE = 280 kJ · kg−1don
 xE = 0, 326 et de même hF = 400 kJ · kg−1 don
 xF = 0, 884.3. L'énergie utile pour un 
limatiseur est l'énergie thermique donnée par l'en
einte refroidie au�uide : 
e transfert a lieu lorsque le �uide se vaporise, don
 l'énergie utile est qEF = hF −hE =
120 kJ · kg−1. L'énergie 
oûteuse est le travail utile fourni pendant la phase de 
ompression,soit wu,FG = hG − hF = 30 kJ · kg−1. L'e�
a
ité du 
limatiseur est don
 η = qEF

wu,F G
= 4, 0.4. L'énergie thermique 
édée par le �uide pendant sa liquéfa
tion est maintenant ré
upéré eton obtient une se
onde énergie utile −qGH = hG − hH = 130 kJ · kg−1. L'e�
a
ité del'installation devient η′ = qEF +(−qGH )

wu,F G
= 8, 3.


