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46 CHAPITRE 4. ÉQUATIONS DE MAXWELLExerie 1 Calul de hamps1. La loi de onservation de la harge s'érit div
−→
j + ∂ρ

∂t
= 0

soit − j0

r
+

ρ0r0

τr
= 0 donc j0 =

ρ0r0

τ
= 15 · 103 A · m−22. L'équation de Maxwell-Thomson est immédiatement véri�ée :

~B = ~0 donc div
−→
B = 03. L'équation de Maxwell-Gauss div

−→
E = ρ

ε0

s'érit, en utilisant l'expression de la divergeneen oordonnées ylindriques :
1

r

∂rE

∂r
=

ρ0

ε0

t

τ

r0

r
donc rE(r, t) =

ρ0

ε0

t

τ
r0r + K(t)

soit
−→
E =

[

ρ0r0

ε0τ
t +

K(t)

r

]

−→u r4. L'équation de Maxwell-Ampère −−→
rot

−→
B = µ0

−→
j + ε0µ0

∂
−→
E

∂t
s'érit

−→
0 = µ0

[

−ρ0r0

τ
+ ε0

ρ0r0

ε0τ
+

K ′(t)

r

]

−→u r

donc K ′(t) = 0 et K(t) = K5. L'équation de Maxwell-Faraday −−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t
est véri�ée ar le rotationnel de ~E est nul et

~B = ~0.6. Le théorème de Gauss ∫∫

Σ

−→
E · d

−→
S = 1

ε0

∫∫∫

V
ρdτ est appliqué en hoisissant pour Σ unylindre de rayon r et de hauteur h arbitraire. −→E est selon −→u r don son �ux n'est non nulque sur la paroi latérale où d

−→
S = rdθdz−→u r ; l'élément de volume du ylindre intérieur V est

dτ = rdrdθdz, d'où
∫ h

z=0

∫ 2π

θ=0

[

ρ0r0

ε0τ
t +

K(t)

r

]

rdθdz =

∫ h

z=0

∫ 2π

θ=0

∫ r

r=0

ρ0

t

τ

r0

r
rdrdθdz

soit 2πrh

[

ρ0r0

ε0τ
t +

K(t)

r

]

= 2πrh
ρ0r0

ε0τ
td'où K = 0 et −→E = ρ0r0

ε0τ
t−→u r.7. À t = τ : −→

E =
ρ0r0

ε0

−→u rC'est don un hamp radial uniforme de norme E = 2, 5 · 109 V · m−1.



47Exerie 2 Résolution de l'équation de Laplae1. Le vide règne entre les deux plaques don le potentiel véri�e l'équation de Laplae :
∆V = 0 soit

d2V

dz2
= 0 donc V (z) = Az + BLes onditions aux limites s'érivent

{

0 = A · 0 + B

U = Ad + B
donc B = 0 et A =

U

d

donc V (z) = U
z

d
et ~E = −−−−→

grad V = −U

d
~uz2. L'appliation de la loi donnée par l'énoné donne, en z = 0+ et en z = d− :

−U

d
~uz =

−σ

ε0

~uz et − U

d
~uz =

σ

ε0

(−~uz)

donc
U

d
=

σ

ε0

=
q

ε0S
soit q =

ε0S

d
· ULa apaité est don C = ε0S

d
.3. Condensateeur onique.(a) La distribution de harges est invariante par rotation d'angle ϕ don V ne dépend pasde ϕ.(b) ∆V = 0 don en oordonnées sphériques

1

r2

∂

∂r

(

r2 ∂V

∂r

)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂V

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2V

∂ϕ2
= 0Remarquons que le potentiel est uniforme sur les deux plaques (θ = α et θ = π

2
), e quiest ohérent ave le fait que V ne dépend pas de r. L'équation de Laplae s'érit don

sin θV ′(θ) = K soit V ′(θ) =
K

sin θ
donc V (θ) = K ln

[

tan
θ

2

]

+ CLa ondition aux limites V (α) = 0 donne C = −K ln
[

tan α
2

] don V (r, θ) = K ln
tan θ

2

tan α

2

.La ondition aux limites V
(

π
2

)

= U donne U = −K ln
[

tan α
2

]() On a ~E = −−−−→
grad V don en sphériques

~E =
∂V

∂r
~ur +

1

r

∂V

∂θ
~uθ +

1

r sin θ

∂V

∂ϕ
~uϕ =

K

r sin θ
~uθ(d) D'après la propriété donnée par l'énoné, au voisinage de la plaque, pour θ = π

2

− (où
~uθ = −~uz) :

σ

ε0

~uz = − K

r sin π
2

~uz donc σ = − K

ε0r(e) Par intégration sur la plaque :
q =

∫∫

σdS =

∫ R

r=0

∫ 2π

ϕ=0

− K

ε0r
rdrdϕ = −K2πR

ε0

=
2πRU

ε0 ln
[

tan α
2

](f) Par dé�nition de la apaité du ondensateur, q = CU don C = 2πR

ε0 ln[tan α

2 ]



48 CHAPITRE 4. ÉQUATIONS DE MAXWELLExerie 3 Diode à vide1. La relation entre V et ρ est l'équation de Poisson qu'on exprime en oordonnées ylindriquespour V (r) :
d2V

dr2
+

1

r

dV

dr
= −ρ(r)

ε02. L'életron part de r = 0 ave v(0) = 0 et V (0) = 0 et passe par un point M de rayon r aveune vitesse v(r) et un potentiel V (r). La onservation de l'énergie méanique s'érit don
1

2
m · 02 − e · 0 =

1

2
mv2(r) − eV (r) donc v2(r) =

2e

m
V (r)3. En intégrant sur un ylindre de hauteur h et de rayon r :

i =

∫∫

~j · −→dS =

∫ h

z=0

∫ 2π

θ=0

ρ(r)v(r)~ur · (−rdθdz~ur)

soit i = −ρ(r) · v(r) · 2πrh4. De la question (2) on tire v(r) =
√

2e
m

V (r) et en injetant ette expression dans la relationde la question 3 :
ρ(r) = − i

2πrhv(r)
= − i

r
· V −

1

2 (r)

√

m

8π2h2eEn remplaçant dans la relation de la question 1, on en déduit :
d2V

dr2
+

1

r

dV

dr
=

i

r
· V −

1

2 (r)

√

m

8π2h2eε2
0

soit
d2V

dr2
+

1

r

dV

dr
= β

i

r
· V −

1

2 (r) avec β =

√

m

8π2h2eε2
05. En posant V (r) = Krα, on exprime :

dV

dr
= αKrα−1,

d2V

dr2
= α(α − 1)Krα−2 et V −

1

2 (r) = K−
1

2 r−
α

2On remplae dans l'équation trouvée à la question 4 :
α(α − 1)Krα−2 + αKrα−2 = βiK−

1

2 r−
α

2
−1 soit α2K

3

2 rα−2 = βir−
α

2
−1Cette relation devant être valable pour tout r, on identi�e les puissanes et les oe�ients :

{

α − 2 = α
2

+ 1

α2K
3

2 = βi
soit







α = 2

3

K =
[

9βi
4

]
2

36. On a don
V (r) =

[

9β

4

]
2

3

i
2

3 r
2

3Pour r = R, V (R) = u don
u =

[

9βR

4

]
2

3

i
2

3



49Exerie 4 Cylotron1. Dans haun des deux D, l'életron est soumis à un hamp magnétique et le hamp életriqueest nul : la norme de la vitesse est don onstante. Dans les hambres retangulaires, l'életronest soumis à une tension aélératrie. D'après le ours, on peut don érire les deux relationssuivantes
{

1

2
mev

′2(n) − 1

2
mev

2(n) = eU
1

2
mev

2(n + 1) − 1

2
mev

′2(n) = eU
donc v2(n + 1) − v2(n) =

4eU

meLa suite v2(n) est don une suite arithmétique de raison 4eU
me

et de premier terme v(0) = 0.On en déduit que
v2(n) =

4eU

me

· n donc v(n) =

√

4eU

me

√
n2. La ondition de sortie s'érit

rf = R donc v(nf ) =
eBR

me

et nf =
eB2R2

4mU



50 CHAPITRE 4. ÉQUATIONS DE MAXWELLExerie 5 Partiule hargée dans un hamp ~E ou ~B1. La loi de la quantité de mouvement appliqué au proton dans le référentiel galiléen du labo-ratoire donne, en néglgeant le poids devant la fore életrique :
e ~E = m~a soit







ẍ = 0
ÿ = 0
z̈ = eE

m

donc







ẋ = v0

ẏ = 0
ż = eE

m
t

et







x(t) = v0t

y(t) = 0
z(t) = eE

2m
t22. La trajetoire du proton est don parabolique, le proton sortira s'il ne s'érase pas sur laplaque supérieure, don si, à la date tf à laquelle x(tf ) = d, z(tf ) < b

2
. L'expression de x(t)permet d'exprimer tf = d

v0

. La ondition est don
z

(

t =
d

v0

)

< b ⇔ eE

2m
·
(

d

v0

)2

< b soit
eEd2

2mv2
0

<
b

23. Si la fore de Lorentz à t = 0 est nulle, l'aélération du proton est nulle, don sa vitesse resteonstante égale à ~v0 et la fore de Lorentz restera don nulle : le proton aura un mouvementretiligne uniforme.
~E + ~v0 ∧ ~B = ~0 si ~B = −E

v0

~uyLa ondition obtenue est indépendante de la harge et de la masse de la partiule, maisdépend de la vitesse :� si un proton est plus rapide que v0, la fore de Lorentz magnétique est supérieure à la foreéletrique et il est dévié vers z < 0 ;� si un proton est moins rapide que v0, la fore de Lorentz magnétique est inférieure à lafore életrique et il est dévié vers z > 0.On a don réalisé un �ltre de vitesse.4. Mouvement dans un hamp magnétique pur.(a) La démonstration est du ressort du ours de MPSI. On peut trouver rapidement le rayonsi on a établi que le mouvement est irulaire uniforme. En e�et, la loi de la quantitéde mouvement, en projetion sur ~ur, s'érit :
ev0B = m

v2
0

R
soit R =

mv0

eBVoii la démonstration omplète.
−−→
OM

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x

y

z

~v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ẋ

ẏ

ż

~B

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
B

0
donc ~fL

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−eBż

0
eBẋ

et ~a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ẍ

ÿ

z̈La loi de la quantité de mouvement s'érit ~fL = m~a don






ẍ = − eB
m

ż

ÿ = 0
z̈ = eB

m
ẋ

donc







ẋ = − eB
m

z + v0

ẏ = 0
ż = eB

m
x

donc











ẍ +
(

eB
m

)2
x = 0

y = 0

z̈ +
(

eB
m

)2
z + eBv0

mLe mouvement est don dans le plan y = 0. Les deux équations du seond ordre sont dutype osillateur harmonique ; on pose ω0 = eB
m

et
{

x(t) = A cos(ω0t) + B sin(ω0t)
ẋ(t) = −Aω0 sin(ω0t) + Bω0 cos(ω0t)

et

{

z(t) = A′ cos(ω0t) + B′ sin(ω0t) + mv0

eB

ż(t) = −A′ω0 sin(ω0t) + B′ω0 cos(ω0t)Les onditions initiales donnent
{

0 = A

v0 = Bω0

et

{

0 = A′ + mv0

eB

0 = B′ω0



51
donc

{

x(t) = mv0

eB
sin(ω0t)

z(t) = mv0

eB
− mv0

eB
cos(ω0t)

donc [x(t)]
2

+
[

z(t) − mv0

eB

]2

=
[mv0

eB

]2qui est bien l'équation artésienne d'un erle de rayon entre Ω

∣

∣

∣

∣

xΩ = 0
yΩ = mv0

eB

et de rayon
R0 = mv0

eB
.(b) La loi de la quantité de mouvement donne, en projetion sur les axes x et z, les mêmeséquations ; en projetion sur y, on obtient

ÿ = 0 donc ẏ = v1 et y(t) = v1tLe mouvement est don la onjugaison d'un mouvement irulaire uniforme selon x et
z et d'un mouvement de déplaement à vitesse onstante selon y : 'est un mouvementhélioïdal.() En présene d'un hamp ~E = E~uz, les projetions de la loi de la quantité de mouvementsont modi�ées :






ẍ = − eB
m

ż

ÿ = 0
z̈ = eB

m
ẋ + eE

m

donc







ẋ = − eB
m

z + v0

ẏ = 0
ż = eB

m
x + eE

m
t

donc











ẍ +
(

eB
m

)2
x = − e2EB

m2 t

y = 0

z̈ +
(

eB
m

)2
z + eBv0

m
+ eE

mLa résolution est don analogue au as où E = 0 mais il apparaîtra dans la solutionpartiulière de l'équation en x(t) un terme a�ne du temps : le mouvement est donla onjugaison d'un mouvement irulaire uniforme selon x et z et d'un mouvement dedéplaement à vitesse onstante selon x : 'est un mouvement yloïdal.



52 CHAPITRE 4. ÉQUATIONS DE MAXWELLExerie 6 Résistane en géométrie non prismatique1. On utilise la loi d'Ohm loale ~j = γ ~E, la loi de onservation de la harge div ~j + ∂ρ
∂t

= 0 etl'équation de Maxwell-Gauss div ~E = ρ
ε0

: il vient
∂ρ

∂t
+

γ

ε0

ρ = 0dont la solution est ρ = ρ0e
−

t

τ ave τ = ε0

γ
≃ 10−19 s ; ρ devient don nulle au bout de

5τ ≃ 5 · 10−19 s. Par suite ρ ≃ 0 si T ≫ τ .2. En régime permanent,
~E = −−−−→

grad V et div ~j = 0 donc div ~E = 0d'où div
−−−→
grad V = 0 soit ∆V = 0.3. En oordonnées ylindriques :

1

r2

∂2V

∂θ2
= 0 donc

∂2V

∂θ2
= 0

donc V (θ) = Cθ + DOr V (0) = U et V (α) = 0 don D = U et C = −U
α
d'où

V (θ) = −U

α
θ + U4. On en déduit

~E = −−−−→
grad V = −1

r

∂V

∂θ
~uθ =

U

rα
~uθ

et ~j = γ ~E =
γU

rα
~uθPar dé�nition, I =

∫∫

~j · d~S soit
I =

∫ b

r=a

∫ c

z=0

γU

rα
drdz =

γc

α
ln

b

a
U5. Par suite, la loi d'Ohm U = RI donne

R =
α

γc ln b
a



53Exerie 7 Coup de foudre1. Posons ~j = j(r)~ur. Par dé�nition, si Σ est la demi-sphère de entre O et de rayon r :
I =

∫∫

Σ

~j · −→dS =

∫∫

Σ

−j(r)dS = −j(r) · 2πr2 donc j(r) =
−I

2πr22. La loi d'Ohm loale ~j = γ ~E et la relation ~E = −−−−→
grad V donnent :

~E = − I

2πγr2
~ur et

dV

dr
=

I

2πγr2
donc V (r) = − I

2πγr3. On en déduit que
U = V (rD) − V (rG) = − I

2πγrD

+
I

2πγrG

=
Ip

2πγ(d2 + dp)
≃ Ip

2πγd24. L'appliation numérique donne U = 120 V. On a intérêt à s'éloigner de l'arbre (augmentationde d) et à serrer les pieds (diminution de p). Les vahes herhent à s'abriter de la pluie, donse rapprohent de l'arbre et leurs pattes sont plus éloignées que les jambes d'un homme.



54 CHAPITRE 4. ÉQUATIONS DE MAXWELLExerie 8 Étude d'une plaque épaisse1. En prenant ~B = B(z)~uy, on véri�e immédiatement l'équation de Maxwell-Thomson :
div ~B =

∂0

∂x
+

∂B(z)

∂y
+

∂0

∂z
= 0L'équation de Maxwell-Ampère en régime permanent s'érit, pour z ∈ [0, a] :

−−→
rot ~B = µ0

~j soit

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

∧

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
B(z)
0

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

mu0j0
0
0

donc − B′(z) = µ0j0On en déduit que B(z) = −µ0j0z + K et la ondition B(0) = 0 donne K = 0. Pour z > a,
~j = ~0 don

−B′(z) = 0 donc B(z) = LLa ontinuité de B en z = a donne
B(a−) = B(a+) soit − µ0j0a = LEn somme : ~B = −µ0j0z~uy si z ≤ a et ~B = −µ0j0a~uy si z > a.2. Le hamp életrique est donné par la loi d'Ohm loale :
~j = γ ~E donc ~E =

∣

∣

∣

∣

j0
γ

si z ≤ a

0 si z > aLe veteur de Poynting vaut don
~Π =

∣

∣

∣

∣

∣

− j2

0
z

γ
~uz si z ≤ a

~Π = − j2

0
a

γ
~uz si z < aOn est en régime permanent don uem est onstante et l'équation de Poynting s'érit

div ~Π = −~j · ~E� Pour z ≤ a,
div ~Π =

∂

∂z

[

− j2
0z

γ

]

= − j2
0

γ
et ~j · ~E = j0~ux · j0

γ
~ux =

j2
0

γ� Pour z > a, ~P i est onstant don div ~Π = 0 et ~j = ~0.3. La puissane Joule volumique est
~j · ~E =

j2
0

γ
donc P =

∫∫∫

V

~j · ~Edτ =
8a3j2

0

γ



55Exerie 9 Étude énergétique de la loi d'Ohm1. La loi d'Ohm loale donne
~j = γ ~E = γE~uzL'équation de Maxwell-Ampère en régime permanent et en oordonnées ylindriques donne

−−→
rot ~B = µ0γE~uz donc

1

r

∂rB(r)

∂r
= µ0γE donc ~B = µ0γE

r

2
~uθOn en déduit

~Π =
~E ∧ ~B

µ0

= −γE2r

2
~ur2. Le �ux du veteur de Poynting (radial) à travers les faes planes (de veteur surfae axial)est nul. On alule don le �ux à travers la paroi latérale :

©
∫∫

~Π · −→dS =

∫∫

−γE2r0

2
~ur · dS~ur = −γE2πr2

0h3. On est en régime permanent don Uem = cste et sa dérivée par rapport au temps est nul.L'équation intégrale de Poynting s'érit don
©
∫∫

~Π · −→dS = −
∫∫∫

~j · ~EdτLe premier terme a été alulé à la question préédente. Calulons le seond :
−

∫∫∫

~j · ~Edτ = −
∫∫∫

γE2dτ = −γE2 · πr2
0hdon l'équation est bien véri�ée.


