Chapitre 1

Mécanique du point



CHAPITRE 1. MECANIQUE DU POINT

Exercice 1 ‘ Détermination de trajectoires ‘

1. Par primitivations successives :

| &=-b | &= —bt+ vgcosa — | x(t) = —1bt? 4+ vg cos at
“ jy=-g ' y = —gt+vgsina et O y(t):—gth—i—vosmat—i—h
2. & =0 pour t = ¢, = L8 CI;)SO‘ et y = 0 pour t = ¢, = 202 Sgino‘. Les trois cas correspondent donc
aux positions relatives de ¢, et de t,.
te<ty ty =ty te> ty
t ty ty t x y t ty ty
dx/dt + - - dx/dt| + 0 - dx/dt )

TN VN L T

dy/dt + + 0 - dy/dt + 0 - dy/dt 0

3. L’accélération verticale § = —g est celle de la pesanteur; ’accélération horizontale & = —b
est associée & une force horizontale constante qui peut étre celle du vent. Les trois allures des
trajectoires sont les suivantes :

y %

4. Notons My la position initiale, 7 le vecteur-vitesse initial et dg le vecteur-accélération supposé
constant. Si 7y est colinéaire a dp, le mouvement est rectiligne uniformément accéléré selon
cet axe. S’ils ne sont pas colinéaires, dans le plan (Mo, ¥y, do), soit @, = g—g, i un vecteur
unitaire perpendiculaire & . Notons i, le vecteur unitaire normal au plan tel que (@, @y, @)

Vox
forme un triédre orthonormal direct. Le vecteur-vitesse initial a pour composantes ¥y | voy
0
On en déduit
=0 T = Vog x(t) = vout
S . S . SV _ 1, 42
al j=ao0 , V| y=aol+voy et OM | y(t) = saot” + vout
z2=0 z2=0 z(t)=0
ce qui prouve que la trajectoire est une parabole dans le plan z = 0 d’équation
a v
Y= O 224 0y,

= —
23, Voz



Exercice 2 ‘Mouvement spiral‘

1. En primitivant : r(t) = vot et 8(t) = wt. En utilisant les formules du cours,
¥ = i, + r0ily = voi, + votwily
a= {r — r@ﬂ Uy + [T@ + 27*91 Uy = —votw?id, + 2vowily
2. Le vecteur position s’écrit @\7[ = rii, = rcos i, + rsin i, donc
z(t) = vot cos(wt) et y(t) = votsin(wt)

3. r et 0 augmentent donc le mouvement est spiral (rotation et éloignement simultanés). La
norme de la vitesse est ||7]| = vov/1 + w?t? : elle augmente au cours du temps.



CHAPITRE 1. MECANIQUE DU POINT

Exercice 3 |Chute libre avec frottement fluide
1. [\ = kg- s7!

2. La loi de la quantité de mouvement appliquée a la pierre, en projection sur z, donne

mZ=—-X—mg soit Z+4+ —Z=—g
m
3. Lorsque la vitesse limite est atteinte, Z devient constante : 2 = —vy;,, et sa dérivée est donc
nulle 2 = 0 (la pierre n’accélére plus). En remplacant dans I’équation différentielle, il vient
_%Ulim =—-g 0t Vijm = %
4. L’équation caractéristique s’écrit 2 + 0,257 = 0 soit r = 0 ou r = —0,25 donc zyg =
a+ be~%?%_ En injectant dans I'équation différentielle, 0 + 24 = —g donc A = —vyp, =

—40m- s~ et zp = —40t.

5. 2(t) = zu(t) + 2p(t) = a+ be %2t — 40t et 2(t) = —0, 25be~ 225t — 40 d’ot1 le systéme donné
par les conditions initiales : a +b = H et —0,25b — 40 = 0 donc a = 2660 et b = —160 soit
2(t) = 2660 — 160e=%25¢ — 40t et v(t) = 40 (6*072“ — 1).

6. L’exponentielle e~ 7 devient presque nulle au bout de 57 donc ici au bout de 20 secondes.



Exercice 4

Analyse graphique d’un frottement

1. At=0,v=0 donc m% =mg et on lit g = 10 m - s~2. La vitesse limite est atteinte quand
% =0et on lit vjj, = 10 m-s~1.

2. Le portrait est un segment de droite de pente 1,5 donc

d d
ln( —d—::)zl,f)ln(v) donc g—d—:::Kvl’E’

La vitesse limite est atteinte quand % =0, donc & l'extrémité en haut & droite du segment,
de coordonnées (In10,1n10) :

g—OzKUlli5

dv vl
o donc Kzli5 et g—— =95%
Vlim dt Vlim

qui est bien ’équation cherchée.

3. La vitesse Z croit au cours du temps en partant de 0 et tend vers vy, ; 2z croit en partant de
0 pour tendre vers l'infini. d’ot ’allure suivante :

A dz/dt

10 m/s

4. Onlit vg =5,0m-s 1.

Y~

5. ¥ < 10 pour v = 0, la montée du mobile a pu perturber le fluide en créant un mouvement de
celui-ci qui perdure lorsque le mobile redescend.



6 CHAPITRE 1. MECANIQUE DU POINT

Exercice 5 |Tir vers le haut avec frottements

On applique la loi de ’énergie cinétique entre le point de départ et le point haut. La force de
frottement et le poids sont constants et opposés au mouvement ascensionnel, leurs travaux sont
donc négatifs :

1 9 . %mv%
On applique ensuite la méme loi entre le haut et le sol :
1 fH

5mv =0 =mgH — fH soit v =/2gH — 2=
D) m



Exercice 6 |Bille sur une sphére

1.

La réaction normale N du support ne travaille pas. En prenant z = 0 au centre de la sphére,
I’altitude de M varie entre z = r & I'instant initial et 2 = r cos 8 & la date ¢. La loi de ’énergie
cinétique s’écrit donc

§mv2 — 0 =mgr(l —cos?)

Laloi de la quantité de mouvement appliquée & M dans le référentiel terrestre galiléen s’écrit
N+P=ma
Les lois de la cinématique donnent les composantes de @ dans la base cylindrique et en

. . — .
projection sur ’axe u’,., on obtient

,02

N —mgcosf = —m—
r
Il y a décollage si N = 0 soit mgcosf = m”TZ et en utilisant la relation donnée par la loi de

I’énergie cinétique : mg = 2mg — 2mg cos 6 d’ou cosfy = % soit 6y = 48, 2°.



CHAPITRE 1. MECANIQUE DU POINT

Exercice 7 |Saut a I’élastique

1. L’élastique commence a se tendre quand la distance entre le pont et le sauteur dépasse £g
donc quand z < h — £y ; dans ce cas, la longueur du ressort vaur £ = h — z. On en déduit :
* si z > h — £y, seul le poids s’exerce et Ep = Ep, = mgz;
x si 2 < h—{y, Ep= Ep, + Ep; = mgz + %k(h—z—fO)Q.
2. Par application de la loi de conservation de I’énergie mécanique entre A (z4 = h, v4 = 0) et
B (2 = 29, vg = 0) :

1 1 1
mgh + §m 0% = mgzo + Ek(h — 20 — EO)2 + 5m -0?
Par application de la loi de conservation de I’énergie mécanique entre A (z4 = h, va = 0),
et lesolen S (25 =0, ve) :

1 1 1 k
mgh+§m.02:mg-0+§k(h—0—€0)2+§mvé soit 1%:2gh—g(h—0—£0)2

Le sol ne sera jamais atteint si cette équation n’a pas de solution donc si (un carré est toujours
positif)
2mgh

m:43,6N'm71
—to

k
2gh — —(h — £y)* <0 soit k>
m



Exercice 8 "I‘rois méthodes pour le pendule simple
Rappelons d’abord les expressions des vecteurs position, vitesse et accélération en coordonnées
cylindriques :

— N N . N N 5,
OM = Li,., V= L0ty et a= LOuy— LO“U,

1. Leloi de la quantité de mouvement appliquée & M dans le référentiel terrestre galiléen s’écrit,
en notant 7T la tension du fil :

mgcost —T = —"mLé’2
—mgsinf = mL6

donc 6 + £sinf = 0.
2. La tension du fil, perpendiculaire au vecteur-vitesse, ne travaille pas. L’énergie mécanique

est la somme de ’énergie cinétique Fc = %m(LH.)2 et de I’énergie potentielle de pesnateur
Ep = —mgLcos0 en prenant la référence a 'altitude de O :

1 .
Em = §mL292 —mgL cosf

Elle est constante donc sa dérivée par rapport au temps est nulle :
1 o s .
OzimL - 2600 + mgL - 0sinf

donc 6 + £4sin6 = 0.

3. Par définition du moment cinétique et des moments des forces en O :
- — . 24 - — —_— o . . - - D "
Lo = OMAm© = mL*0u,, Mo(P)=OMAP = —mgLsinfi, et Mo(T)=0OMANT =0

La loi du moment cinétique appliquée & M dans le référentiel terrestre galiléen s’écrit

oo o dLp =
Mo(P) + Mo(T) = d(;

soit —mgLsinfu, = mL%0i,

donc 6 + 4 sinf = 0. Dans I’hypothése des petits angles, sinf ~ 6 et ’équation différentielle
s’écrit ) )
9+%9:0 soit 0+ w20 =0

avec wg = \/% . C’est une équation d’oscillateur harmonique dont les solutions sont sinusoi-
dales de période T' = 2% = QW\/% =0,89s.

wo

4. L’équation devient 6 + %9. + £sinf = 0. Dans I’hypothése des petits angles, en valeurs
numériques : 6 + 106 + 500 = 0. L’équation caractéristique s’écrit 2 + 107 + 50 = 0, son
discriminant est A = —100 donc ses racines sont r = —5 £ 55. On est donc en régime
pseudo-périodique et

0(t) = e " [A cos(5t) + Bsin(5t)]
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CHAPITRE 1. MECANIQUE DU POINT

Exercice 9 ‘Oscillations mécaniques forcées

1.

Dans le référentiel galiléen du laboratoire, le mobile subit les forces de rappel des deux
ressorts, la réaction normale du support est compensée par le poids. La longueur du ressort
de gauche est ¢, = © — (—x1) = x + 1, donc son allongement vaut (¢, — ) =z +x1 — by =
2+ X1 cos(wt) ; sur la figure, il est tendu, son allongement est positif et la force de rappel est
dirigée vers la gauche donc sa composante sur 'axe (O, x) est négative. La longueur du ressort
de droite est ¢; = 21 — x, donc son allongement vaut (£;—£y) = x1 —x— £y = X1 cos(wt) —x;
sur la figure, il est comprimé, son allongement est négatif et la force de rappel est dirigée vers
la droite donc sa composante sur ’axe (O, x) est positive. La loi de la quantité de mouvement
s’écrit, :

—kg(ly — Co) + ka(ly — o) —ax =mZ donc mi + ot + (kg + kg)z = (kg — kg) X1 cos(wt)

En divisant par m et en remplacant k; et kg, on peut écrire

k k
Pt Si A r =2 X, cos(wt) soit  # + dwod + dwiz = 2wE X cos(wt)
m m m

L’équation caractéristique s’écrit 2% + 4wpz + 4w? = 0. Son discriminant vaut A = 0, il
y a donc une racine double z = —2wy donc g (t) = (At + B)e 2“0t qui tend vers zéro
quand ¢ — oco. Le régime transitoire est donc limité dans le temps, et la solution en régime
permanent est la solution particuliére en régime sinusoidal forcé.

On passe en formalisme complexe :
[—wQ + 4jwwg + 4w§} Xpelvtel? = 2w3Xlej‘”t
et en passant au module :
203 X1 2w X,

Xy = = — 12
\/(4w§ —w?)® +16wi? + AW

X, est une fonction strictement décroissante de w, il n’y a donc pas de résonance en élonga-
tion.

. 2 2
En grandeurs complexes, vp = jwzp donc en module, V,;, = wX,, = ﬁfd—gXl.

2 2 2
La dérivée vaut 4= = 2woUwo—w ) ¥\ Elle s’annule pour w = 2w, valeur pour laquelle Vi,

(w2+4w§)2
passe par son maximum absolu : V,,,(2wp) = “’OQXl . Il y a donc résonance en vitesse.
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Exercice 10 ‘Nageur dans le courant
Les notations sont celles du schéma suivant :

B
|
|
|
[o @l
= |
n |
| —_—
| C
|
1
A
La loi de composition des vitesses s’écrit
v=¢+n

Le vecteur vitesse dans le référentiel de la berge est colinéaire & [AB] donc sina = £ soit o = 35°.
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Exercice 11 ‘Composition des vitesses, des accélérations‘

1. On exprime : ix = cos(wt)iy + sin(wt)dy. On en déduit
v cos(wt)
Up = vollx = | vosin(wt)
0
Par application de la formule du cours :
—vowt sin(wt)

T, = 0 + wil, Avotiix = | vowt cos(wt)
0

vg cos(wt) — vowt sin(wt)

On en déduit v, = v, + ¥, = | v sin(wt) + vowt cos(wt) .
0
2. Dans R/, le promeneur a une vitesse constante donc @, = 0. Par application des formules du
cours :
—vow?t cos(wt) —2vow sin(wt)
G. = —w? - votilx = | —vow?tsin(wt) et d. =2wi, AT, = | 2vow cos(wt)
0 0

x(t) = vot cos(wt)

e
3. OM = yptix donc | y() = vot sin(wt)
0

4. En dérivant par rapport au temps :

v cos(wt) — vowt sin(wt) —vpw?t cos(wt) — 2uow sin(wt)
Ty = | vosin(wt) + vowtcos(wt) et @, = | —vow?tsin(wt) + 2vw cos(wt)
0 0

donc v, = U, + U, et dg, = d. + dp.
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Exercice 12 |Inclinaison d’un pendule‘

1. Dans le référentiel non galiléen du train, M est soumis & son poids P= mg, a la tension du
fil T' et & la force d’inertie d’entrainement f;c = —mAU,.

-

La loi de la quantité de mouvement s’écrit

—

ﬁ+f+fze:6 done {O+TsmamAO soit {T81namAO

—mg+ T cosa=0 T cosa = mg

On élimine T en divisant ces deux égalités : tana = %.

2. Dans le référentiel non galiléen du manége, M est soumis & son poids P= mg, & la tension

- - _—
du fil T et a la force d’inertie d’entrainement fi. = mw?HM ~ mw?rd,. Comme M est
immobile dans le référentiel du manége, sa vitesse relative . est nulle et la force d’inertie de
Coriolis est nulle.

A

La loi de la quantité de mouvement s’écrit

—

N o N _ : 2, _ . _ 5, _
P+T+ fi.=0 donc {0 Tsina 4+ mw?r =0 soit {Tsma mw?r =0

—mg+ T cosa =0 T cosa = mg

. . . . P L 2
On élimine 7" en divisant ces deux égalités : tana = %.
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Exercice 13 ‘Mouvements d’une masse sur un guide rectiligne‘

1. Dispositif en translation accélérée.

N
(a) Dans le référentiel non galiléen du train, M est soumis & son poids P =mg = —mgu .,
— — —
la force normale de la tige N = N, et la force d’inertie d’entrainement f;, = —mA =
mAU . La loi de la quantité de mouvement s’écrit

= .3, 7 = mA =ma .
P+N+ fie=ma donc {—mg—f—R:O donc #=A
P . . 1
(b) Par intégration & = At et = 5 At?.
(c) =L donne ty = v2LA=1,0s.
N — 0
(d) A cette date, N =| 0 .
N=mg=10N
2. Dispositif en rotation uniforme.

(a) Dans le référentiel non galiléen de la tige, M est soumis & son poids P=mg =—mgts,

.
& la réaction normale de la tige N = N, u, + N, 4 ., a la force d’inertie d’entrainement
7 277 2, — . . . L. = NN
fie = mw?OM = mw?zu, et & la force d’inertie de Coriolis f;c = —2muw A v =
—2mwi W . La loi de la quantité de mouvementy s’écrit

—2mwz + Ny =0
- = = — N .
P+ R+ fie+ fic=mda soit —-mg+ N, =0

mw?c = mi

d’ott & — w?x = 0.

(b) L’équation caractéristique s’écrit r? — w? = 0 soit r = +w, donc

z(t) = Ae*' + Be ™" et i(t) = Awe*" — Bwe !

Les conditions initiales donnent A+ B =0 et Aw — Bw =vg donc A = 3% et B = —3%
d’otl % 2%
— Y Jowt _ —wt] Y h(wt
T =5 e e ' S (wt)

() = L donne e — e7%" = 2eL = 1 5 s0it B — = 1,5 soit E> — 1,5E —1 = 0 de
solution positive £/ = 2,0 donc ¢; = 1%2 =465 & =[] =2 [E+ %] =
0,25 m- s~ 1.

0

(d) A cette date, N = | N, = 2mwi =7,5-10"3 N .
N,=mg=1,0N
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Exercice 14 |Rodéo Vertica1|

1. Le systéme {A,B} est soumis au poids et & la force du ressort dans le référentiel galiléen du
laboratoire donc —(M +m)g — k(feq — £o) = 0 soit Leq = by — W.
2. Dans le référentiel galiléen du laboratoire, la loi de la quantité de mouvement appliquée

au systéeme {A,B} s’écrit —(M + m)g — k(z — &y) = (M + m)Z soit Z + Mimz =

(60 - %) On en déduit z(t) = leq + acos(wot + @) avec w = 4/ Mﬁm.

3. On étudie maintenant A dans le référentiel non galiléen de B : il est soumis & son poids, a la
réaction de B sur A et a la force d’inertie d’entrainement

M+m ’

?)ie =-md.=-ma(B)=-miu, =maws cos(wot + ) U »

On se place & la limite du décollage : A est donc immobile dans le référentiel de B donc

la loi de la quantité de mouvement s’écrit —mg + R + maw? cos(wot + ¢) = 0 soit R =

mg — mawg cos(wot + ¢). Il y aura non décollage si V¢, R > 0 : il suffit pour cela que cette

inégalité soit vérifice quand le cosinus vaut sa valeur maximale de +1, d’ott mg — maws > 0
g W_

soit a < ol soit a <
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Exercice 15 |Effets terrestres de la force de Coriolis

1. Sous 'action du poids, la pierre tombe verticalement ; tant que la vitesse reste faible, la force
d’inertie de Coriolis est faible devant le poids et le vecteur vitesse v, de la pierre dans le
référentiel terrestre est sensiblement vertical dirigé vers le bas. Le vecteur vitesse angulaire
de rotation de la Terre est dirigé du pole sud vers le pole nord. On en déduit la direction et
le sens de ﬁc = -2mJ AT, :

N @
—
f
X ic
S

La pierre est donc déviée vers l’est.

2. Voici la construction des vecteurs force de Coriolis pour les vents venant du nord (N), de
Pouest (W), du sud (S) et de l'est (E).

équateur

méridien -

, ...~ méridien
S

Le vent du nord est donc dévié vers l'ouest, le vent d’ouest vers le sud, le vent du sud vers
I’est et le vent d’est vers le nord. On en déduit que les vents tournent dans le sens anti-
horaire (trigonométrique) vu depuis le ciel autour du minimum dépressionnaire. C’est le sens
contraire pour un anticyclone.

3. La France est située sur le 45-iéme paralléle. Pour un TGV circulant vers le nord entre Lyon
et Paris, ’angle entre & et v, vaut donc Z. La force de Coriolis est dirigée vers l’est et sa

4
norme est, ~ -
I ficll = 2mwu - sin i 2 600 N

Cette force produit un appui plus important sur le rail droit que sur le rail gauche qui pourrait

provoquer une usure plus importante de ce rail. Remarquons qu’entre Paris et Lyon, la force

est dirigée vers ’est et c’est donc la-encore le rail droit qui subit un appui plus important.
4. Lorsque le réservoir se vide, ’eau converge vers le centre, comme les vents convergent vers

le centre de la dépression a la premiére question. Estimons la force de Coriolis subie par une
particule de fluide qui se déplace d’un point M & la périphérie du réservoir vers le centre O
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du réservoir. Supposons qu’on se trouve & dix métres au nord de I’équateur, que M est au
nord de O, et que la particule se déplace horizontalement & v, = 1 m-s~'. Le rayon de la

Terre valant environ 6 400 km, 'angle entre & et @, vaut o = 7955 = 1,6 - 107 rad. La
force de Coriolis a pour norme || fic|| = 2mwv - sina donc le rapport entre cette force et le
poids vaut

fic  2mwv-sina _ 2w - sin a —9.3.10-1
P mg g

L’effet de la force de Coriois est donc totalement négligeable et les animateurs trichent : pour
mieux montrer le sens de rotation de 'eau, ils déposent une petite brindille & la surface, et
en la déposant, ils donnent discrétement une impulsion qui provoque la rotation dans le sens
attendu (trigonométrique dans ’hémisphére sud, horaire dans I’hémisphére nord).
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Exercice 16 |Forces de marée lunaires

1. Dans le référentiel Ry non galiléen, la loi de la quantité de mouvement s’écrit

gmormy, 2 — - 2 gmr
———— Uz +mwrpu, =0 donc rLw’=-—
"L L

2. Par application des lois du cours :

Fpge —IMIM o Fpp = I
B (TLfRL)2 ¢ a (TL+RL)2 *
- gmrm _, — Gmrm _,
fr-z= Rz Ue et fL—E:_R—Quz
L L

— —
fiez =mw?(ry —RL)Wa et fiep =mw?(rp + Rp)W s

3. En sommant les deux forces :

— gmormyp,
fm(Z) = —mﬂ)m + mw2(rL — RL)WI
L — R
Or rpw? = 922 donc
TL
2 r 2 1
— r 9 TL— Ry, 2 ry — Bp "L -
fm(2) = —mw?r, —E——tmw?r, ———— U, = mw?ry — U
m(Z) (ro. — Rr)? T ’ | L (r —Rp)?| 7
De méme
2 r 2 1
— r rp +Rp 2 rL + R "L T4
E)=—mw?r;—L 4tmuwir,——=U, = mwirg — U
fm(E) (r + Rp)? TL ’ | 7L (rp + Rp)?2| 7

4. On peut écrire TL;LRL =1- IS—LL et par développement limité :

2
Ty 1 Ry,
= ~]14+2—
(rp — Rp)? (17 RL)2 L

TL

N
donc  f,(Z) ~ —3mw?Rp U,
est opposée a 'attraction lunaire en Z. De méme
—
fm(E) ~3mw?Rr W,

est opposée & attraction lunaire en E. L’application numérique donne f,,,(Z) = f,(E) =
3,62-107° N trés inférieure au poids lunaire de 1,62 N.
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Exercice 17 |Tir d’un obus vers le zénith
On peut écrire dans le référentiel terrestre, en posant C' = cos A et S =sin A :

x —wC T Z |0 _
OM|y w|O0 vl ly @a@|y PO fic=—2m& AT
z wS z Z —mg

On en déduit le systéme d’équations différentielles vérifiées par z, y, z :

mi = 2mwSy T = 2wSy
my = —2mwSt — 2mwC'% donc j = —2wSt —2wC%
mz = —mg + 2mwCy Z=—gt+2wCy+ vy

On remplace & et Z par leurs expressions dans la deuxiéme équation, il vient :
ij + 4w’y = 2wCyt — 2wCy
La solution particuliére est
. C’gt CUO

)= 2+ =
yp(t) 2w 2w

L’équation homogene est du type oscillateur harmonique donc
yu(t) = Acos(2wt) + Bsin(2wt)
La solution générale s’écrit donc

y(t) = Acos(2wt) + Bsin(2wt) + %t — Gu
y(t) = —2wAsin(2wt) 4 2w B cos(2wt) + 52

Les conditions initiales donnent le systéme
0=A— S A = Suw
2 2
{ 0—2wpt Ca done { _ g
w

Cyg Cg .
donc y(t) = e cos(2wt) — w2 sin(2wt) + _wt - —



