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80 CHAPITRE 6. MAGNÉTOSTATIQUEExer
i
e 1 Nullité de 
hamps magnétiques1. Le 
hamp magnétique 
réé par un �l re
tiligne in�ni a pour norme B = µ0I
2πr

. En un point
M , la somme des deux 
hamps est don
 nulle si et seulement si leurs normes sont égales, et
omme l'intensité est la même, il est don
 né
essaire que r1 = r2 et que le point M soit dansle plan médiateur des deux �ls. Les 
hamps ~B1 et ~B2 doivent aussi avoir même dire
tion ;or ~B1 est orthogonal au plan de symétrie 
ontenant le �l 1 et M et ~B2 est orthogonal auplan de symétrie 
ontenant le �l 2 et M . Ces deux plans sont 
don
 
onfondus et M est dansle plan des deux �ls. En somme, M appartient à la droite parallèle aux deux �ls, à égaledistan
e et dans leur plan. Sur la �gure 
i-dessous, les règles donnant le sens de ~B prouventque ~B(M) = ~0 si les deux 
ourants 
ir
ulent dans le même sens.

I I

I I

I I

I I

M

M

M

B

B

BB

1

1

2

2

M2. Les plans (O, ~ur, ~uθ) et (O, ~ur , ~uϕ) sont deux plans distin
ts de symétrie des 
ourants, ~B(M)doit don
 être perpendi
ulaire à deux plans distin
ts, il est don
 nul.3. Les plans (O, ~ur, ~uθ) et (O, ~ur, ~uz) sont deux plans distin
ts de symétrie des 
ourants, ~B(M)doit don
 être perpendi
ulaire à deux plans distin
ts, il est don
 nul.
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i
e 2 Asso
iation de deux �lsLes notations sont 
elles du s
héma suivant :
I I

I IM

BB1 2

M

a

a/2
a/2L'appli
ation du théorème d'Ampère pour 
ha
un des �ls donne

B1 = B2 =
µ0I

2π · a
2Les deux 
hamps ont même sens et même dire
tion, le 
hamp total est don
 B = 2mu0i

πa
.
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i
e 3 Cylindre 
hargé en rotation, en translation1. Cylindre en rotation.(a) Les notations sont 
elles du s
héma suivant.
dzω

a

dθ

Par dé�nition de la densité surfa
ique de 
ourant, les 
harges se dépla
ent de façonorthoradiale et
~jo = jo~uθ avec jo =

di

dz
=

dq

dt · dzoù di est l'intensité du 
ourant 
ir
ulant à travers la languette de largeur dz et dq la
harge traversant la languette pendant dt. C'est don
 la 
harge située sur la fa
etteha
hurée sur le s
héma ; sa surfa
e est
dS = dz · adθ = a · dz · ωdt donc dq = σdS = σaω · dz · dt

donc jo =
σaω · dz · dt

dt · dz
= σaω(b) Le 
ourant est orthoradial 
omme dans le 
as du solénoïde. Reprenons le 
al
ul du
hamp magnétique 
réé par le solénoïde, vu dans le 
ours : le 
ourant enla
é par lere
tangle de largeur d est jo · d et le théorème d'Ampère donne

B · d = µ0jo · d donc B = µ0jo donc ~B = µ0σaω~uz2. Cylindre en translation.(a) Les notations sont 
elles du s
héma suivant.
a

dθ
v.dt

v

Par dé�nition de la densité surfa
ique de 
ourant, les 
harges se dépla
ent de façonaxiale et
~ja = ja~uz avec ja =

di

dℓ
=

di

adθ
=

dq

adt · dθoù di est l'intensité du 
ourant 
ir
ulant à travers la languette de largeur dℓ = adθ et dqla 
harge traversant la languette pendant dt. C'est don
 la 
harge située sur la fa
etteha
hurée sur le s
héma ; sa surfa
e est
dS = dz · adθ = v0dt · adθ donc dq = σdS = σav0dt · dθ

donc ja =
σav0dt · dθ

adt · dθ
= σv0(b) Les symétries et invarian
es sont 
elles du 
ylindre in�ni, don
 ~B = B(r)~uθ . Appliquonsle théorème d'Ampère en 
hoisissant pour 
ontour le 
er
le C de rayon r passant par Met orienté selon ~uθ. La 
ir
ulation de ~B le long de C est

∮

C

~B · d~ℓ = B · 2πr



83Si r < a, C est à l'intérieur du 
ylindre 
reux et il n'enla
e don
 au
un 
ourant don

~B(r < a) = ~0. Si r > a, le 
ourant enla
é est 
elui 
ir
ulant à travers la se
tion 
ir
ulairede rayon a du 
ylindre :

∮

C

~B · d~ℓ = µ0Ienlacé soit B · 2πr = µ0 · ja · 2πa = µ0σv0 · 2πadon
 ~B(r > a) = µ0σv0a
r

~uθ.
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i
e 4 Bobinages1. Le 
hamp magnétique a été exprimé dans le 
ours en fon
tion de n, le nombre de spires parmètre. Sur une longueur totale L du 
ylindre, les spires étant au 
onta
t l'une de l'autre, onpeut faire N = L
b
tours, don


n =
N

L
=

1

b
donc ~B = µ0nI~uz =

µ0I

b
~uzSi le �l n'était pas gainé ou vernis, le 
ourant irait d'une extrémité à l'autre du solénoïde enligne presque droite, en sautant d'une spire à l'autre sans par
ourir la totalité du bobinage.2. Bobinage désaxé.(a) Sur une largeur dℓ perpendi
ualire au bobinage, on peut disposer dN = dℓ

b
spires ;
ha
une d'elles est par
ourue par un 
ourant d'intensité I don


j =
di

dℓ
=

dN · I
dℓ

=
I

b
donc ~j =

I

b
~uoù ~u est le ve
teur unitaire dans la dire
tion des spires.(b) En projetant sur les ve
teurs unitaires orthoradial ~uθ et axial ~uz :

~j = jo~uθ + ja~uz avec jo =
I

b
cosα et ja =

I

b
sin α(
) Utilisons les résultats de l'exer
i
e 3 (voir 
orrigé).� Le 
hamp 
réé par jo~uθ est assimilable à 
elui d'un solénoïde : il est nul à l'extérieuret uniforme à l'intérieur :

~B(r < a) = µ0jo~uz =
µ0I

b
cosα~uz� Le 
hamp 
réé par ja~uz est nul à l'intérieur et à l'extérieur il vaut

~B(r > a) =
mu0jaa

r
~uθ =

µ0Ia

br
sin α~uθLe 
hamp magnétique est la somme des deux, il est don
 dé�ni à l'intérieur et à l'ex-térieur par les deux expressions pré
édentes.
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i
e 5 Lignes de 
hamp1. D'après le 
ours, le 
hamp est plus fort lorsque la se
tion du tube de 
hamp est étroite : 
'estle 
as à proximité des p�les. Le 
hamp est uniforme si les lignes de 
hamp sont re
tilignes(dire
tion 
onstante) et parallèles pour que la se
tion des tubes de 
hamp soit 
onstante(norme 
onstante) : 
'est le 
as dans l'� entrefer �, 
'est-à-dire la zone située entre les p�les.2. Il su�t de rappro
her deux aimants droits de même axe, le p�le Nord de l'un à proximité dup�le Sud de l'autre : dans l'espa
e situé entre 
es deux p�les, le 
hamp est fort et sensiblementuniforme.3. Rappro
hons l'extrémité d'un des deux barreaux du 
entre de l'autre, en formant un � T �
N S

point neutre

aucune actionattractionN

S

S

N

attraction

� Si les barreaux se 
ollent, 
'est que l'extrémité du barreau verti
al est le p�le Nord oule p�le Sud de l'aimant, et qu'une for
e magnétique rappro
he le barreau de l'aimant. Lebarreau verti
al est don
 l'aimant et le barreau horizontal 
elui de fer.� Si au
une for
e ne s'exer
e, 
'est que l'extrémité du barreau verti
al est 
elle du barreaude fer, et qu'en l'appro
hant du milieu de l'aimant, on l'appro
he du point neutre où le
hamp magnétique est presque nul. Le barreau horizontal est don
 l'aimant, le barreauverti
al 
elui de fer.
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i
e 6 Magnéton de Bohr1. En mouvement 
ir
ulaire uniforme :
−−→
OM = r~ur et ~v = rω~uθ donc Ec =

1

2
mv2 =

1

2
mr2ω2D'après l'énon
é :

Ec =
1

2
~ω soit

1

2
mr2ω2 =

1

2
rω donc r2ω =

~

me2. L'éle
tron e�e
tue 1 tour en T se
ondes, don
 en un point donné de la traje
toire 
ir
ulaire,on observe un débit de 
harge dont la valeur absolue est
i =

e

T
donc µB = iS =

e

T
· πr2 =

eπr2

T3. La période T est liée à la vitesse angulaire ω :
ω =

2π

T
donc µB =

eπr2ω

2π
=

e~

2me

= 9, 274 · 10−24 A · m2
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i
e 7 Champ magnétique terrestreFaisons un s
héma de la Terre vue en 
oupe ave
 le p�le Sud en haut et le p�le Nord en bas.
Equateur

S

N

O

θ=3π/4

θ

ur
u

M

r

En 
oordonnées sphériques, le point sur le 45ième parallèle est repéré par l'angle θ = 3π
4
, le rayon

r = RT , le ve
teur ~ur 
orrespond à la verti
ale as
endante et le ve
teur ~uθ à l'horizontale dirigéevers le nord. On peut don
 identi�er l'expression du 
hamp magnétique dipolaire donnée par le
ours à 
elui observé expérimentalement :
~B

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2µ0M cos θ
4πr3

2µ0M sin θ
4πr3

0

donc



















2µ0M

“

−

√

2

2

”

4πR3

T

= −4, 2 · 10−5

µ0M

“
√

2

2

”

4πR3

T

= 2, 1 · 10−5

0 = 0Les deux équations sont équivalentes (en rapport 2 à gau
he 
omme à droite), 
e qui prouve lavalidité du modèle. On en déduit
M =

4πR3
T BH

√
2

µ0

= 7, 7 · 1022 A · m2
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i
e 8 Dé�nition légale de l'AmpèreLa for
e linéïque est le rapport entre la for
e de Lapla
e et la longueur L du tronçon de �l quisubit 
ette for
e. Les notations sont 
elles du s
héma suivant.
L

II

B
F

r
x

y

z

L

Le 
hamp magnétique 
réé par le �l de gau
he en tout point du �l de droite est 
al
ulé en appliquantle théorème d'Ampère sur un 
er
le de rayon r :
∮

~B · d~ℓ = µ0I soit B · 2πr = µ0I et ~B =
µ0I

2πr
~uyLa for
e de Lapla
e subie par un tronçon de longueur L du �l de droite est don


~FL = I~L ∧ ~B = IL~uz ∧
(

µ0I

2πr
~uy

)

= −µ0I
2L

2πr
~uxC'est une for
e attra
tive dont la valeur linéïque est

flin =
FL

L
=

µ0I
2

2πr
donc µ0 =

2πrflin

I2et ave
 I = 1 A (valeur exa
te), r = 1 m (valeur exa
te) et flin = 2 · 10−7 N (valeur exa
te), ontrouve bien
µ0 = 4π · 10−7 H · m−1
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i
e 9 Boussole1. D'après le 
ours, la boussole est un dip�le qui a tendan
e à s'aligner ave
 le 
hamp magnétiqueterrestre.2. Les os
illations sont 
elles d'un os
illateur harmonique autour d'une position d'équilibrestable (voir 
ours de mé
anique). Modélisons le problème en assimilant la boussole en rotationautour de son axe �xe (O, ~uz) à un solide de 
entre d'inertie O, de moment d'inertie J etnotons θ l'angle entre le 
hamp magnétique extérieur ~B = B~ux et le moment dipolaire ~M dela boussole.
θ

M

B

x

y

z

L'énergie mé
anique est la somme de l'énergie 
inétique du solide en rotation et de l'énergiepotentielle d'intera
tion entre ~B et ~M :
Em =

1

2
Jω2 − ~M · ~B =

1

2
Jθ̇2 − MB cos θEn l'absen
e de frottements, Em est 
onstante don
 sa dérivée par rapport au temps estnulle :

dEm

dt
= 0 ⇔ 1

2
J · 2θ̈θ̇ + MBθ̇ sin θ = 0On simpli�e par θ̇, et dans l'hypothèse des petits angles, sin θ ≃ θ ; on obtient don
 uneéquation di�érentielle du type os
illateur harmonique :

θ̈ +
MB

J
θ = 0 donc θ = θ0 cos(ω0t + ϕ) avec ω2

0 =
MB

JEn prenant en 
ompte des frottements faibles, les os
illations sont amorties ave
 une pseudo-période pro
he de la période propre, jusqu'à immobilisation de la boussole dans la dire
tion
θ = 0, 
orrespondant bien à l'alignement de ~M ave
 ~B.
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i
e 10 Losange dans un 
hamp magnétique1. Conjuguons l'expression de l'énergie potentielle d'intera
tion entre le 
hamp magnétiqueextérieure et le moment dipolaire du dip�le d'une part, 
elle du �ux du 
hamp magnétique àtravers le 
ir
uit d'autre part :
{

Ep = − ~M· ~B = −I ~S · ~B

Φ =
∫∫

~B · −→dS = ~B · ~S
donc Ep = −IΦ2. Le 
adre est soumis aux quatre for
es de Lapla
e et au poids. La méthode énergétique estévidemment beau
oup plus rapide que la méthode dynamique. L'énergie totale du 
ir
uitest la somme de l'énergie d'intera
tion Ep exprimée à la première question et de l'énergiepotentielle de pesanteur Epp = :

E = Ep + Epp = −I · (−BS) + 4mzG(l'orientation du 
ir
uit montre que ~B et −→
dS sont en sens opposés). Exprimons l'énergietotale en fon
tion de l'unique variable θ. L'aire du losange est égale à 4 fois l'aire du trianglere
tangle :

S = 4 × a sin α · a cosα

2
= 2a2 sin α cosαL'altitude de G est zG = −a cosα. On en déduit que

E = 2a2IB sin α cosα − 4mga cosα = 2a2IB [sinα cosα − γ cosα] avec γ =
2mg

IBaLes positions d'équilibre sont dé�nies par l'annulation de la dérivée :
dE

dα
= 2a2IB

[

cos2 α − sin2 α + γ sin α
]

= −2a2IB
[

2 sin2 α − γ sin α − 1
]Posons S = sin α.

dE

dα
= 0 ⇔ 2S2 − γS − 1 = 0

α étant 
ompris entre 0 et π
2
, on ne garde que la solution poisitve de l'équation du se
onddegré en S :

S =
γ +

√

γ2 + 8

4Si 
e termle est supérieur à 1, il n'y a pas de position d'équilibre (si 
e n'est 
elle où le losangeest fermé) ; s'il est inférieur à 1, alors α est l'angle tel que
sinα =

γ +
√

γ2 + 8

4
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i
e 11 Antenne à 
hamp magnétique1. Orientons le 
ir
uit dans le sens trigonométrique, 
e qui revient à poser −→dS = +dx · dy~uz. Le�ux total est Φ = N
∫∫

~B · −→dS soit
Φ = N

∫ a

x=0

∫ b

y=0

B0 cos

[

2πf

(

t − x

c0

)]

dxdy = NB0





sin
[

2πf
(

t − x
c0

)]

− 2πf
c0





a

x=0

[y]by=0

soit Φ = −NB0bc0

2πf

[

sin

[

2πf

(

t − a

c0

)]

− sin (2πft)

]En utilisant la relation sin p − sin q = 2 sin p−q
2

cos p+q
2
, on peut don
 é
rire

Φ =
2NB0bc0

2πf
sin

πfa

c0

cos

[

2πf

(

t − a

2c0

)]2. Par appli
ation de la loi de Faraday :
e(t) = −dΦ

dt
= 2NB0bc0 sin

πfa

c0

sin

[

2πf

(

t − a

2c0

)]On re
onnaît une tension sinusoïdale du temps, la valeur e�
a
e est don
 égale à la valeurmaximale divisée par √2 :
E =

√
2NB0bc0

∣

∣

∣

∣

sin
πfa

c0

∣

∣

∣

∣3. E est maximale quand b est maximal (pas de limite physique) et si le sinus vaut ±1 don
 si
πfa

c0

=
π

2
+ nπ soit a =

c0

2f
+ n

c0

foù n est un entier naturel. Remarquons qu'on peut é
rire a = λ0

2
+nλ0 où λ0 est la longueurd'onde dans le vide de l'onde éle
tromagnétique asso
iée au 
hamp magnétique perçu.
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i
e 12 Bobinages1. Le premier bobinage 
omporte N1 = d
a
spires don
 n1 = N1

d
= 1

a
spires par mètre. Le se
ond
omporte N2 = 2 × d

a
spires don
 n2 = N2

d
= 2

a
spires par mètre. Les 
hamps 
réés par lesdeux bobinages sont uniformes à l'intérieur et valent respe
tivement

~B1 = µ0n1i1~uz et ~B2 = µ0n2i2~uzLe �ux propre du solénoïde 1 vaut
Φ11 = N1 · B1 · πr2 = µ0N1n1πr2i1 =

µ0dπr2

a2
i1 = Li1 donc L1 = LLe �ux propre du solénoïde 2 vaut

Φ22 = N2 · B2 · πr2 = µ0N2n2πr2i2 =
4µ0dπr2

a2
i2 = 4Li2 donc L2 = 4LLe �ux du 
hamp magnétique ~B2 à travers le solénoïde 1 vaut

Φ21 = N1 · B2 · πr2 = µ0N1n2πr2i2 =
2µ0dπr2

a2
i2 = 2Li2 donc M = 2L2. Le 
ir
uit éle
trique est modélisé ainsi :

e(t)

i

R

1 i2

L L1 2

M

Les équations éle
triques s'é
rivent don :
{

L di1
dt

+ 2L di2
dt

= U0 cos(ωt)

2L di1
dt

+ 4L di2
dt

= −Ri2 = −4Lωi2
donc i2(t) = −2U0

R
cos(ωt) = − 2U0

4Lω
cos(ωt)En remplaçant dans la première équation, on en déduit

L
di1

dt
= U0 cos(ωt) + 2L

2U0

4Lω
(−ω) sin(ωt) = U0 [cos(ωt) − sin(ωt)]

donc i1(t) =
U0

Lω
[sin(ωt) + cos(ωt)] =

U0

√
2

Lω
sin

(

ωt +
π

4

)

=
4U0

√
2

R
sin

(

ωt +
π

4

)
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i
e 13 Étude d'une pin
e ampèremétrique1. On applique le théorème d'Ampère le long d'un la
et 
ir
ulaire de rayon r orienté dans lesens de ~uθ :
∫ 2π

θ=0

B(r)rdθ = µ0 [i + Ni1]

soit ~B(r) =
µ0

2πr
[i + Ni1] ~uθ2. Le �ux du 
hamp magnétique total à travers les N spires du bobinage est

Φ = N

∫∫

~B · d~S soit

Φ = N

∫ b

r=a

∫ c

z=0

µ0

2πr
[i + Ni1] drdz =

Nµ0c [i + Ni1] ln
b
a

2πsoit Φ = Li1 + Mi ave
 L = N2µ0c ln 2

2π
et M = Nµ0c ln 2

2π
.3. La longueur totale du bobinage est 
elle des N 
arrés juxtaposés, soit N · 4a. La résistan
etotale est don
 R = 4Naλ. Le s
héma équivalent du 
ir
uit est don
 le suivant :

M

L

R

ii1

4. La loi des mailles appliquée au 
ir
uit du bobinage s'é
rit
Ri1 + L

di1

dt
+ M

di

dt
= 0soit, en régime sinusoïdal for
é, en formalisme 
omplexe

[R + jLω] i1 = −jMωi donc H =
−jMω

R + jLω5. Si on 
onsidère que R ≪ Lω, alors H = −M
L

= − 1

N
don
 en grandeurs e�
a
es I1 = I0

N
:la mesure de I1 donne don
 a

ès à I0 sans qu'on soit obligé, 
omme pour un ampèremètre
lassique, d'ouvrir le 
ir
uit pour insérer l'appareil.
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i
e 14 Rails de Lapla
e1. L'orientation du 
ir
uit entraîne que −→
dS = dS~uz et ~B = −B~uz. Le �ux vaut don


Φ =

∫∫

~B · −→dS = −B · Soù S = Dx est l'aire du 
ir
uit re
tangulaire, don
 Φ = −BDx.2. La for
e éle
tromotri
e d'indu
tion est donnée par la loi de Faraday :
e = −dΦ

dt
= BDẋLe s
héma équivalent est obtenu en remplaçant la tige par un générateu idéal de tension defor
e éle
tromotri
e e orientée dans le sens de i. L'équation éle
trique est la loi des mailles :

E + e − uR − uC = 0 soit E + BDẋ = Ri + uC avec i = C
duC

dt3. La tige est soumise au poids et à la réa
tion normale du support qui se 
ompensent et à lafor
e de Lapla
e :
~FL = iD~uy ∧ (−B~uz) = −iBD~uxLa loi de la quantité de mouvement appliquée à la tige dans le référentiel galiléen du labora-toire s'é
rit
~FL = m~a soit − iBD = mẍ4. En multipliant l'équation éle
trique par i et l'équation mé
anique par ẋ, on obtient le système

{

Ei + iBDẋ = Ri2 + iuC

−iBDẋ = mẍẋ
soit

{

Ei + iBDẋ = Ri2 + d
dt

(

1

2
Cu2

C

)

−iBDẋ = d
dt

(

1

2
mẋ2

)On observe don
, 
onformément au 
ours, que la puissan
e de la for
e éle
tromotri
e d'in-du
tion est exa
tement opposée à la puissan
e de la for
e de Lapla
e. En sommant les deuxéquations, on peut é
rire
Ei = Ri2 +

d

dt

(

1

2
Cu2

C

)

+
d

dt

(

1

2
mẋ2

)La puissan
e éle
trique fournie par le générateur se transforme don
 en énergie thermiquedissipée par e�et Joule dans la résistan
e, énergie éle
trique dans le 
ondensateur et énergie
inétique de la tige.5. En remplaçant i par C duC

dt
dans l'équation mé
anique, il vient

−BDC
duC

dt
= mẍ donc − BDCuC = mẋ soit uC = − m

BDC
ẋen utilisant les 
onditions initiales et la 
ontinuité de uC et 
elle de la vitesse ẋ. En remplaçant

i et uC dans l'équation éle
trique, on en déduit l'équation véri�ée par x :
E + BDẋ = R · −mẍ

BD
− m

BDC
ẋ soit ẍ +

(

1

RC
+

B2D2

mR

)

ẋ = −EBD

mROn peut é
rire 
ette équation sous la forme
ẍ +

1

τ
ẋ = −1

τ
v0 ou v̇ +

1

τ
v = −1

τ
v0dont la solution générale est du type

v(t) = −v0

[

1 − e−
t

τ

]La tige a don
 un mouvement a

éléré puis tend vers une vitesse limite dans un mouvementpermanent de droite à gau
he, jusqu'à 
e qu'elle butte 
ontre les dip�les à gau
he.
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i
e 15 Roue de Barlow1. La for
e de Lapla
e sur le rayon est
~FL = i

−−→
OH ∧ ~B = −i(b~uz) ∧ (B~uy) = ibB~ux2. Le bras de levier est égal au demi-rayon et en 
hoisissant le sens positif de rotation dans lesens trigonométrique :

M∆,L = FL · b

2
= iB

b2

23. La loi du moment 
inétique appliquée au disque dans le référentiel galiléen du laboratoires'é
rit
M∆,L + M∆ =

dL∆

dt
soit iB

b2

2
− αω = Jω̇4. Le �ux de ~B à travers le 
ir
uit délimité par les tronçons de �l et par le rayon mobile est,d'après l'orientation de i :

Φ =

∫∫

~B · −→dS = B · SPar appli
ation de la loi de Faraday :
e = −dΦ

dt
= −B

dS

dt
= −B

dθ
2π

· πb2

dt
= −Bb2

2
· dθ

dt
= −Bb2ω

25. Le 
ir
uit éle
trique équivalent est obtenu en remplaçant le rayon OH par l'asso
iation de lafor
e éle
tromotri
e d'indu
tion en orientation générateur et la résistan
e R.
O

H

R

eE

iL'équation éle
trique s'é
rit don

E + e = Ri soit E − Bb2

2
ω = Ri6. On en déduit l'expression de i qu'on rempla
e dans l'équation mé
anique :

i =
E

R
− Bb2

2R
ω donc Jω̇ +

(

α +
B2b4

4R

)

ω =
Bb2E

2RLa vitesse limite est atteinte lorsque dω
dt

= 0 don

ωlim =

2Bb2E

B2b4 + 4Rα7. La roue de Barlow opère une 
onversion d'énergie éle
trique en énergie mé
anique.


