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234 CHAPITRE 14. PHYSIQUE QUANTIQUEExer
i
e 1 Di�ra
tion et interféren
es d'un fais
eau molé
ulaire1. Il y a di�ra
tion du fais
eau par la pupille, 
'est une preuve du 
ara
tère ondulatoire desmolé
ules.2. La fon
tion d'onde 
omplexe ψ de la physique quantique joue le r�le de la fon
tion d'onde
omplexe a de l'optique physique dans le modèle s
alaire de la lumière. Les phénomènes d'in-terféren
e quantique sont analogues aux phénomènes d'interféren
e lumineuse. La fon
tionddensité de probabilité ρ est analogue à l'intensité lumineuse I ; les franges brillantes sur uné
ran en optique 
orrespondent aux zones de forte probabilité de présen
e des parti
ules etoù on enregistrera de nombreux impa
ts sur un é
ran. Sur la �gure 2, on a l'équivalent defranges des trous d'Young.3. On mesure sur la �gure 2 une interfrange i = 35 µm. Par appli
ation de la formule des trousd'Young :
i =

λD

a
donc λ =

ia

D
= 2, 8 · 10−12 mPar appli
ation de la relation impulsion - longueur d'onde :

p =
h

λ
soit mv =

h

λ
donc m =

h

λv
= 1, 18 · 10−24 kgLa masse d'une parti
ule C60 est

m =
60 × 12 · 10−3

·NA

= 1, 20 · 10−24 kgLe résultat est don
 
ompatible ave
 l'hypothèse d'un fais
eau de fullerène.



235Exer
i
e 2 Normalisation d'un paquet d'ondes1. La relation de dispersion s'é
rit
ω =

~

2m
k2 donc ω0 =

~k2
0

2mLa vitesse de groupe s'obtient en dérivant la relation de dispersion :
dω

dk
=

~

m
k donc vg =

~k0

m2. La fon
tion α(k) est égale à la 
onstante α0 dans l'intervalle [

k0 − ∆k
2 , k0 + ∆k

2

], nulle partoutailleurs. Exprimons l'intégrale, limitée à 
et intervalle, en remplaçant k et x par les expressionsfournies par l'énon
é :
ψ(x, t) =

∫ k0+∆k
2

k=k0−∆k
2

α0e
−j(ω0t+vgkt−vgk0t−kX−kvgt)dk = α0

∫ k0+
∆k
2

k=k0−∆k
2

e−j(ω0t−vgk0t−kX)dkE�e
tuons le 
hangement de variable d'intégration proposé par l'énon
é K = k − k0 don

k = K + k0 et dk = dK :
ψ(x, t) = α0

∫ ∆k
2

K=−∆k
2

e−j(ω0t−vgk0t−KX−k0X)dK = α0e
−j((ω0−vgk0)t−k0X)

∫ ∆k
2

K=−∆k
2

ejKXdKOn retrouve don
 bien la formule donnée par l'énon
é ave
 β = (ω0t− vgk0)t− k0X .3. Le 
al
ul de l'intégrale est simple :
I =

∫ ∆k
2

K=−∆k
2

ejKXdK =

[

1

jK
ejKX

]
∆k
2

−∆k
2

soit I =
ejX ∆k

2 − e−jX ∆k
2

jX
=

2j sin X∆k
2

2jX∆k
2

· ∆k

soit I = ∆k · sinc
X∆k

2
donc ψ(x, t) = α0e

−jβ∆k sinc
X∆k

2qui est bien la forme attendue. La densité linéïque de probabilité est, par dé�nition :
ρ(x) = ψ(x, t) · ψ∗(x, t) = α2

0∆k
2 sinc2 X∆k

24. Le pi
 de probabilité 
orrespond au maximum de ρ(x, t), et est don
 atteint, à la date t,lorsque X = 0 (maximum de la fon
tion sinus 
ardinal 
arré), soit
x− vgt = 0 soit x = vgt

vg est don
 la vitesse de dépla
ement du maximum de la fon
tion ρ, 
'est don
 
elle dedépla
ement du paquet d'onde, 
e qui est bien la dé�nition de la vitesse de groupe.5. Les bords de l'enveloppe délimitant le paquet d'ondes sont obtenus pour
X∆k

2
= ±π soit X = ± 2π

∆kLa largeur du paquet est don

∆X =

2π

∆k
−

(

− 2π

∆k

)

=
4π

∆k
donc ∆X · ∆k = 4πOr ∆ = ∆p

~
don


∆X · ∆p

~
= 4π soit ∆X · ∆p = 2hqui est 
onforme à l'inégalité d'Heisenberg spatiale (on rappelle que h n'est que l'ordre degrandeur du produit, et le 
oe�
ient 2 n'est don
 pas gênant.
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ondition de normalisation s'é
rit
∫ +∞

X=−∞
ψ(X, t)dX = 1 soit

∫ +∞

X=−∞
α2

0∆k
2 sinc2 X∆k

2
dX = 1E�e
tuons le 
hangement de variable u = X∆k

2 soit X = 2u
∆k

et dX = 2
∆k
du. La 
ondition denormalisation s'é
rit don


α2
0∆k

2

∫ +∞

X=−∞
sinc2 u · 2

∆k
du = 1et en utilisant le résultat donné par l'énon
é :

α2
0∆k

2 · π · 2

∆k
= 1 donc α0 =

1√
2π∆k



237Exer
i
e 3 Équation de 
onservation parti
ulaire1. D'après le 
ours :
(E) : j~

∂ψ(x, t)

∂t
= − ~

2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
+ V (x)ψ(x, t)2. Les deux termes de la 
ombinaison linéaire s'é
rivent :

[ψ∗ ·E] : ψ∗

[

j~
∂ψ

∂t

]

= −ψ∗ ~
2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψψ∗

[ψ · E∗] : ψ

[

−j~∂ψ
∗

∂t

]

= −ψ ~
2

2m

∂2ψ∗

∂x2
+ V (x)ψψ∗La soustra
tion des deux relations donne

(E′) : j~

[

ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

]

= − ~
2

2m

[

ψ∗ ∂
2ψ

∂x2
− ψ

∂2ψ∗

∂x2

]3. Cal
ulons la dérivée temporelle de ρ et la dérivée spatiale de J .
∂ρ

∂t
=
∂ψψ∗

∂t
= ψ∗ ∂ψ

∂t
+ ψ

∂ψ∗

∂t

∂J

∂x
= − j~

2m

[

∂ψ∗

∂t

∂ψ

∂t
+ ψ∗ ∂

2ψ

∂t2
− ∂ψ

∂t

∂ψ∗

∂t
− ψ

∂2ψ∗

∂t2

]

= − j~

2m

[

ψ∗ ∂
2ψ

∂t2
− ψ

∂2ψ∗

∂t2

]L'équation (E′) s'é
rit don
 :
j~
∂ρ

∂t
= −j~∂J

∂x
soit

∂J

∂x
+
∂ρ

∂t
= 0qui est bien l'équation de 
onservation parti
ulaire du 
ours.4. Pour la fon
tion d'onde ψ(x, t) = ψ0e

−j(ωt−kx) :
J(x, t) =

−j~
2m

[

ψ∗
0e

j(ωt−kx) · jkψ0e
−j(ωt−kx) − ψ0e

−j(ωt−kx) · (−jk)ψ∗
0e

j(ωt−kx)
]

= |ψ0|2
~k

mqui est bien l'expression de J donnée dans le 
ours pour la parti
ule libre.
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i
e 4 Appli
ation numériqueExprimons les deux termes :
k1 =

√

2mE

~2
et k2 =

√

2m(E − V0)

~2
=

√

2m
(

E − E
2

)

~2
=

√

mE

~2don
 k1 = k2

√
2. En appliquant les formules du 
ours :

R =
(k1 − k2)

2

(k1 + k2)2
=

(k2

√
2 − k2)

2

(k2

√
2 + k2)2

=
3 − 2

√
2

3 + 2
√

2
≃ 0, 029

T =
4k1k2

(k1 + k2)2
=

4k2
2

√
2

(k2

√
2 + k2)2

=
4
√

2

3 + 2
√

2
≃ 0, 971Par dé�nition du 
oe�
ient de transmission, la probabilité de transmission d'une parti
ule est de0,971. Statistiquement, sur 1000 parti
ules in
identes, 971 sont transmises.



239Exer
i
e 5 Cou
he prote
tri
e1. δ2 = 1
k2

est la distan
e 
ara
téristique de pénétration, aussi appelée épaisseur de peau.2. Considérons les deux 
as.� Barrière très haute : V0 → +∞ don
 k2 → +∞ et sh(k2a) → +∞. L'équivalent de T est :
T ≃ 4k2

1k
2
2

k4
2sh

2(k2a)
=

4k2
1

k2
2sh

2(k2a)
→ 0� Barrière très large : a→ +∞ don
 sh(k2a) → +∞. L'équivalent de T est :

T ≃ 4k2
1k

2
2

(k2
1 + k2

2)
2sh2(k2a)

→ 0Dans les deux 
as, le 
oe�
ient de transmission tend vers zéro et la barrière est pratiquementinfran
hissable.3. Si a≫ 1
k2
, alors ak2 ≫ 1 et le sinus hyperbolique a pour équivalent

sh(k2a) =
ek2a − e−k2a

2
≃ ek2a

2Comparons les ordres de grandeur des deux termes du dénominateur en estimant leur rap-port : 
omme E est du même ordre de grandeur que V0, k1 et k2 sont du même ordre degrandeur (k1 ≃ k2 ≃ k) et
4k2

1k
2
2

(k2
1 + k2

2)
2sh2(k2a)

≃ 4k4

(2k2)2sh2(k2a)
≃ 1

e2k2a
≪ 1On en déduit l'équivalent :

T ≃ 4k2
1k

2
2

(k2
1 + k2

2)
2 e2k2a

4

=
16k2

1k
2
2

(k2
1 + k2

2)
2
e−2k2aqui est bien la forme attendue ave
 T0 =

16k2

1
k2

2

(k2
1
+k2

2
)2
.4. Le 
ahier des 
harges est

T0e
−2ka = 10−6 donc − 2k2a = ln

10−6

T0
soit a =

1

2k2
ln(106T0)

soit a =
~

2
√

2m(V0 − E)
ln(106T0)
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i
e 6 Mi
ros
ope à e�et tunnel1. D'après le 
ours, la barrière est 
onstituée si eU0 > E, soit V0 > E.2. L'exponentielle varie de 0 à 1 lorsque son argument 2a
δ

varie de 0 à 5 environ. Pour pouvoirdistinguer les variations de a, il faut que la dérivée de l'exponentielle reste signi�
ativementnon nulle, 
e qui est le 
as quand 2a
δ

reste de l'ordre de 1 don
 si a ≃ 1
δ
.3. Un 
ourant éle
trique est déte
té si 
ertains éle
trons parviennent à fran
hir la barrièrede potentiel énergétique. Cette possibilité, interdite en physique 
lassique, est possible enphysique quantique : 
'est l'e�et tunnel.4. La mesure du 
ourant donne a

ès à la probabilité de traversée de la barrière de potentielpar les éle
trons :

i =
dq

dt
= e

dN

dt
= β · T = βT0e

− 2a
δLa 
onnaissan
e de T donne a

ès à a d'après l'expression exponentielle. Si on note d ladistan
e de la base de la plaque à la pointe, l'altitude de la 
ellule est don
 z = d − a. La
onnaissan
e de z pour 
haque 
ellule donne a

ès au relief de la plaque.5. Le rapport des intensités est égal au rapport des 
oe�
ients de transmission :

T2 = T1 +
19

100
T1 ⇔ T2

T1
= 1, 19 ⇔ T0e

− 2a1

δ

T0e
− 2a2

δ

= 1, 19

soit e
2

δ
(a2−a1) = 1, 19

donc a2 − a1 =
δ

2
ln 1, 19 = 0, 87 nm
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i
e 7 Normalisation de la parti
ule 
on�née 1D1. Par dé�nition de la fon
tion d'onde stationnaire :
ψ(x, t) = ψ0e

−jωtφ(x) = 2jA sin(kx)e−jωt2. La densité linéique de probabilité est égale au 
arré de la fon
tion d'onde est
ρ(x) = ψ(x, t) · ψ∗(x, t) = 4|A|2 sin2(kx)La 
ondition de normalisation s'é
rit

∫ +∞

x=−∞
ρ(x)dx = 1 soit

∫ a

x=0

4|A|2 sin2(kx) = 1On linéarise le sinus 
arré : sin2(kx) = 1−cos(2kx)
2 don


2|A|2
∫ a

x=0

(1 − cos(2kx))dx = 2|A|2
[

x− sin(2kx)

2k

]a

0

= 2|A|2
[

a− sin(2ka)

2k

]Or la relation de quanti�
ation pour le puits de potentiel in�ni de largeur a s'é
rit k = nπ
aoù n est un entier naturel non nul, don


sin(2ka) = sin(2nπ) = 0La 
ondition de normalisation s'é
rit don

2|A|2a = 1 soit |A| =

1√
2aEn prenant A = −jα :

α = |A| =
1√
2a3. En remplaçant A par son expression, on a don


φ(x) = 2α sin(kx) =

√

2

a
sin

2πx

a
et ρ(x) =

2

a
sin2 2πx

aVoi
i l'allure des deux graphes :
x

a0 0 a

x

ϕ(   ) ρ(   )x x
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i
e 8 Puits semi-in�ni1. Pour x < 0, le potentiel est in�ni don
 la probabilité de présen
e est nulle. Les formesproposées sont 
elles données dans le 
ours dans le 
as x ∈ [0, a] où l'énergie est positive etle potentiel nul, et pour x > a où l'énergie E est inférieure au potentiel V0.2. ϕ ne peut pas diverger pour x→ +∞, don
 né
essairement B2 = 0.3. Les 
onditions de 
ontinuité donnent :� en x = 0, il y a une dis
ontinuité in�nie du potentiel don
 il y a 
ontinuité de ϕ :
ϕ(0+) = 0� en x = a, il y a dis
ontinuité �nie du potentiel don
 il y a 
ontinuité de ϕ et de sa dérivée :

ϕ(a−) = ϕ(a+) et ϕ′(a−) = ϕ′(a+)Les trois équations sont don
 :






A1 + B1 = 0
A1e

jka +B1e
−jka = A2e

−a
δ

jkA1e
jka − jkB1e

−jka = −A2

δ
e−

a
δ4. Le système s'é
rit

B1 = −A1 et

{

2jA1 sin(ka) = A2e
− a

δ

2jkA1 cos(ka) = −A2

δ
e−

a
δEn divisant 
es deux égalités, on en déduit que

tan(ka) = −kδ = −
√

E

V0 − EConservons línformation tan(ka) < 0 et élevons au 
arré :
tan (ka) =

E

V0 − E
soit (V0 − E) sin (ka) = E cos (ka) = E − E sin (ka)

soit sin (ka) =
E

V0
donc | sin(ka)| =

√

E

V0
=

k

k05. Posons x = ka : l'équation s'é
rit alors
| sinx| =

x

k0a
soit | sinx| =

x

β
avec β = k0aave
 tan(x) < 0 don
 x ∈

]

π
2 + pπ, π + pπ

], p entier. En utilisant les graphes proposés parl'énon
é, on 
onstate que� si β < π
2 soit k0 <

π
2a
, la seule solution de l'équation est entre 0 et π

2 don
 sa tangente estpositive et on la rejette ; le problème n'a don
 pas de solution stationnaire ;� si β > π
2 soit k0 >

π
2a
, il y a un nombre �ni de solutions ; en parti
ulier pour β = 5π, soit

k0 = 5π
a
, le graphe donné par l'énon
é prouve quíl y a 5 solutions de tangentes négatives,et que les premières sont pro
hes de x = π (k = π

a
), x = 2π (k = 2π

a
), x = 3π (k = 3π

a
) ; ily a don
 un nombre �ni de solutions stationnaires et le problème est quanti�é ;� pour β >≫ π

2 soit k0 ≫ π
2a
, la droite est presque 
onfondue ave
 l'axe des abs
isses, il y adon
 un très grand nombre de solutions qui sont pro
hes de x = nπ soit k = nπ

a
, n entiernaturel non nul, qui est bien la relation de quanti�
ation pour le puits de potentiel in�ni.



243Exer
i
e 9 Système à double puits, os
illations quantiquesPréliminaire. L'énergie potentielle élastique est Ep = 1
2k(ℓ − ℓ0)

2. La longueur de 
ha
un desreessorts, par appli
ation du théorème de Pythagore, est ℓ =
√
x2 + b2 don


V (x) = 2 × 1

2
k

(

√

x2 + b2 − ℓ0

)2Le graphe est bien 
elui de 
ette fon
tion.1. L'énergie est inférieure à V0, le fran
hissement de la barrière de potentiel est possible pare�et tunnel.2. Le potentiel est symétrique par rapport à x = 0 ; la densité linéïque de probabilité de présen
eest don
 elle-aussi symétrique par rapport à x = 0, don
 ρ est une fon
tion paire de x :
ρ(−x) = ρ(x) soit ϕ2(−x) = ϕ2(x)

soit [ϕ(−x) − ϕ(x)] · [ϕ(−x) + ϕ(x)] = 0 donc ϕ(−x) = ϕ(x) ou ϕ(−x) = −ϕ(x)

ϕ est don
 paire ou impaire.3. Il y a a priori 6 relations de 
ontinuité :� 
ontinuité de ϕ en x = −3a (dis
ontinuité in�nie de potentiel)� 
ontinuité de ϕ et de ϕ′ en x = −a (dis
ontinuité �nie de potentiel)� 
ontinuité de ϕ et de ϕ′ en x = a (dis
ontinuité �nie de potentiel)� 
ontinuité de ϕ en x = 3a (dis
ontinuité in�nie de potentiel).On véri�e sur les solutions proposées que
ϕi(−3a) = ϕi(3a) = 0 et ϕp(−3a) = ϕp(3a) = 0Les relations de 
ontinuité en x = −a et en x = +a donnent les mêmes relations ; il su�tdon
 de les é
rire en x = a :

{

I0sh
a
δi

= I sin(2kia)

I0ch
a
δi

= −kiI cos(2kia)

{

P0ch
a
δp

= P sin(2kpa)

P0sh
a
δp

= −kpP cos(2kpa)En faisant le rapport entre les égalités, on élimine les 
onstantes :
δith

a

δi
= − 1

ki

tan(2kia) et δpcoth
a

δp
= − 1

kp

tan(2kpa)Ce sont bien les deux relations demandées par l'énon
é.4. En remplaçant δi et ki, on obtient une équation en Ei, et de même pour Ep.5. La 
ondition ka = π
2 donne

k2 =
π2

4a2
soit

2mE

~2
=

π2

4a2
soit E = E1 avec E1 =

π2
~

2

8ma2C'est l'énergie minimale (voir se
tion 14.3) de la parti
ule dans un puits de potentiel in�ni delargeur 2a ; en e�et, E ≪ V0 et la situation est pro
he de 
elle où x ∈ [−3a, a] et x ∈ [a, 3a]forment deux puits de potentiel in�ni de même largeur 2a.6. Les deux fon
tions sont 
ontinues et de dérivée 
ontinue en x = ±a, nulles en x = ±3a, ϕiest impaire et ϕp paire. Voi
i l'allure des 
ourbes :
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tions d'onde
ψp(x, t) = ϕp(x)e

−j
Ep
~

t et ψi(x, t) = ϕi(x)e
−j

Ei
~

tont même pulsation ω = ωi = ωp ≃ E0

~
. Les superpositions sont don
 stationnaires

ψG,D(x, t) =
1√
2

[

ϕp(x)e
−j

Ep

~
t ∓ ϕi(x)e

−j
Ei
~

t
]

≃ [ϕp(x) ± ϕi(x)] e
−j

E0

~
tLes allures des fon
tions spatiales ϕG(x) et ϕD(x)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

–3 –2 –1 1 2 3 0

0.5

1

1.5

2

2.5

–3 –2 –1 1 2 3et 
elles des densités asso
iées ρG(x) = ϕ2
G(x) et ρD(x) = ϕ2

D(x)

0

1

2

3

4

5

6

–3 –2 –1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

–3 –2 –1 1 2 3font apparaître respe
tivement un lobe de probabilité importante à gau
he (G) ou à droite(D). Le 
oe�
ient 1√
2
est un 
oe�
ient de normalisation.8. Le 
al
ul est le même que 
elui du 
ours : il y a os
illation quantique entre les deux états (G)et (D), don
 os
illation de retournement à la pulsation :

ωG,D =
δE

~


