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150 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 1 Théorie inétique du gaz parfait monoatomique1. Les atomes qui frappent la paroi de droite sont situés à une distane assez petite de ette paroipour pouvoir l'atteindre pendant ette durée, soit c ·dt ; leur nombre est don égal à la moitié(ar un sur deux va de gauhe à droite) du nombre d'atomes situés dans un parallélépipèderetangle de volume cdt · a2. Or il y a N
a3 atomes par mètre ube (en supposant qu'ils sontrégulièrement répartis dans la boîte). On en déduit que dN = 1

2 · N
a3 · (vdt) · a2.2. La variation totale est

d~p = dN · δ~p =
Nv

2a
dt · [−2mv~ux] = −Nmv2

a
dt~ux3. Par appliation de la loi de la quantité de mouvement, la fore subie par le gaz de la part laparoi de droite vaut

~fparoi→gaz =
d~p

dt
= −Nmv2

a
~ux donc ~fgaz→paroi =

Nmv2

a
~ux4. On en déduit P1 = f

S = f
a2 = Nmv2

a3 .5. La surfae des parois vaut 6a2 pour toute la boîte, don le triple de la surfae 2a2 des paroisde gauhe et de droite réunies. On a don un e�et de dilution de la pression d'un fateur 3,et P = P1

3 = Nmv2

3a3 .6. En somme P = Nmv2

3V .7. L'équation d'état des gaz parfaits s'érit PV = nRT = N
NA

RT = NkBT . En omparant à larelation obtenue, on en déduit que
1

3
mv2 = kBT donc v =

√

3kBT

m
=

√

3RT

MPour l'hélium, v = 1, 37 km · s−1.8. L'énergie inétique de haque atome vaut 1
2mv2 = 3

2kBT don
U = U0 + N · 3

2
kBT = U0 +

3

2
nRT et H = U + PV = U + nRT = U0 +

5

2
nRTd'où dU = nCV mdT ave CV m = 3

2R, dH = nCPmdT ave CPm = 5
2R, et γ = 5

3 .



151Exerie 2 Équation d'état d'un gaz de photons1. Tous les photons se déplaent à la vitesse de la lumière c.2. U = E = Nhf don N = U
hf et ν = N

a3 = U
hfa3 . En remplaçant U par P · ∆t, on alule

N =
P · ∆t

hf
= 7, 14 · 10173. Un photon sur deux va de gauhe à droite, un sur deux dans l'autre sens. Par suite, dN estégal à la moitié du nombre de photons situés dans la zone haurée de volume dτ = a2cdt ; enutilisant la grandeur ν :

dN =
1

2
· ν · dτ =

1

2
· U

hfa3
· a2cdt =

Uc

2hfa
dt4. En utilisant l'expression donnée par l'énoné

δ−→p =

[

−hf

c
−→u x

]

−
[

hf

c
−→u x

]

= −2hf

c
−→u x

donc d−→p = dN · δ−→p = −U

a
~ux et

−→
f miroir→photons =

d−→p
dt

= −U

a
~uxPar appliation de la troisième loi de Newton,

−→
f photons→miroir = −−→

f miroir→photons =
U

a
~ux5. La pression de radiation vaut don Pr = f

a2 = U
a3 .6. La surfae réelle est 6a2 don la pression réelle est la pression de radiation multipliée par lefateur de dilution égal au rapport des surfaes 2a2

6a2 = 1
3 , d'où P = Pr

3 = U
3a37. L'équation d'état s'érit don PV = U

3 .8. On identi�e les deux équations d'état :
U

3
= nRT soit

U

3
=

U

hfNA
· RT donc hf = 3kBTOn alule T = hf

3kB
= 7610 K.



152 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 3 Loi rayon - températureLe volume du système est V = 4
3πr3. Lorsque le système se dilate de dr, le premier prinipes'érit dU = δW +δQ ; or l'évolution est adiabatique, don δQ = 0, et réversible don quasistatiquedon Pext = P d'où dU = −PdV . L'équation d'état du gaz de photons s'érit P = U

3V = u
3 etl'énergie interne U = uV = 4

3πr3 · u. Le premier prinipe s'érit don
d

(

4

3
πr3 · u

)

= −u

3
· d

(

4

3
πr3 · u

)

donc 4πr2udr +
4

3
πr3du = −4

3
πr2udr soit rdu = −4udrC'est une équation à variables séparables du

u = −4 dr
r don (en notant u0 l'énergie interne volumiqueinitiale et r0 le rayon initial) ln u

u0
= −4 ln r

r0
soit u

u0
=

r4
0

r4 Or u = αT 4 don T 4

T 4
0

=
r4
0

r4 don
rT = r0T0 = cste. Cette loi peut régir le refroidissement (T diminue) aompagnant la dilatationprimitive (r augmente) du proto-univers.



153Exerie 4 Trigonométrie hyperbolique1. En utilisant les formules du ours :
shx + sh(3x)

4ch3x
=

2sh(2x)ch(x)

4ch3x
=

4sh(x)ch2(x)

4ch3x
= thx2. En utilisant les formules du ours :

th(a + b) =
sh(a + b)

ch(a + b)
=

shachb + shbcha

chachb + shashbet en divisant haut et bas par chachb, th(a + b) = tha+thb
1+thathb . En prenant a = b = x, on endéduit th(2x) = 2thx

1+th2x
.3. En utilisant le résultat préédent :

2

th(2x)
− 1

thx
=

2(1 + th2x)

2thx
− 1

thx
=

1 + th2x − 1

thx
= thx



154 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 5 Variable aléatoire disrète à spetre �ni1. Le dé est non pipé don, en notant pi = P (X = i) ave i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} :
p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 avec p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1

donc p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 =
1

6On alule
E(X) =

1

6
+

2

6
+

3

6
+

4

6
+

5

6
+

6

6
=

21

6
= 3, 5

V (X) =
1

6
(−2, 5)2 +

1

6
(−1, 5)2 +

1

6
(−0, 5)2 +

1

6
(0, 5)2 +

1

6
(1, 5)2 +

1

6
(2, 5)2 =

17, 5

6
= 2, 9don σ =

√

V (X) = 1, 7.2. Dans un dé à jouer, la somme des faes opposées est toujours égale à 7, don p(X = 7) = 1,
E(X) = 7, V (X) = 0 et σ = 0.3. Notons A le oe�ient de proportionnalité. Il vient :
p1 = 6A, p2 = 5A, p3 = 4A, p4 = 3A, p5 = 2A, p6 = A avec 6A+5A+4A+3A+2A+A = 1don A = 1

21 . On alule
E(X) =

6 × 1 + 5 × 2 + 4 × 3 + 3 × 4 + 2 × 5 + 1 × 6

21
=

56

21
=

8

3
= 2, 67

V (X) =
6(−5/3)2 + 5(−2/3)2 + 4(1/3)2 + 3(4/3)2 + 2(7/3)2 + 1(10/3)2

21
=

140

63
=

20

9don σ =
√

V (X) = 1, 49.4. Dressons une table des résultats des laners et des sommes obtenues :
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12Chaun des 36 laners possibles est équiprobable, la probabilité de haque somme est donproportionnelle au nombre de fois où e nombre apparaît dans le tableau :

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P (X = x) A 2A 3A 4A 5A 6A 5A 4A 3A 2A ALa ondition de normalisation entraîne que 36A = 1 don A = 1

36 . On alule
E(X) =

2 + 2 × 3 + 3 × 4 + 4 × 5 + 5 × 6 + 6 × 7 + 5 × 8 + 4 × 9 + 3 × 10 + 2 × 11 + 12

36don E(X) = 252
7 = 7.

V (X) =
(−5)2 + 2(−4)2 + 3(−3)3 + 4(−2)2 + 5(−1)2 + 0 + 5 · 12 + 4 · 22 + 3 · 32 + 2 · 42 + 52

36don V (X) = 210
36 = 35

6 et σ =
√

V (X) = 2, 42.



155Exerie 6 Variable aléatoire disrète à spetre in�ni dénombrable1. La somme des probabilités vaut 1 don
1 =

∞
∑

i=1

Aqi = Aq
∞
∑

i=1

qi−1 = Aq
∞
∑

i=0

qi =
Aq

1 − qdon A = 1−q
q .2. L'espérane vaut

E(X) = A

∞
∑

i=1

iqi = Aq

∞
∑

i=1

iqi−1 = Aq

∞
∑

i=0

iqi−1Si on pose f(x) = 1
1−x =

∑∞

i=0 xi, alors en dérivant
f ′(x) =

1

(1 − x)2
=

∞
∑

i=0

ixi−1don E(X) = A
(1−q)2 = 1

q(1−q)



156 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 7 Prise en ompte des variations de g ave l'altitude1. Si z ≪ RT , on peut faire un développement limité en z
RT

:
g(z) =

GmT

R2
T

(

1 + z
RT

)2 = g0

(

1 +
z

RT

)−2

≃ g0

(

1 − 2z

RT

)2. La loi de la statique des �uides dP
dz = −ρ(z)g(z), l'équation d'état des gaz parfaits P (z)M =

ρ(z)RT et l'expression de g(z) onduisent à l'équation di�érentielle
dP

dz
= −P (z)M

RT
· g0

(

1 − 2z

RT

)

soit
dP

P
= −Mg0

RT

(

1 − 2z

RT

)

dzCette équation à variables séparables d'intègre entre z = 0 où P = P0 et z :
ln

P

P0
= −Mg0

RT

(

z − z2

RT

)

donc P = P0e
−

Mg0
RT

“

z− z2

RT

”3. Cette forme est un fateur de Boltzmann
P (z) = P0e

−
mg0

„

z−
z2

RT

«

kB Tet mg0

(

z − z2

RT

) est l'énergie potentielle de pesanteur modi�ée par la prise en ompte desvariations de g ave l'altitude z.



157Exerie 8 Atmosphère adiabatique1. L'équation d'état des gaz parfaits s'érit P0M = ρ0RT0 don ρ0 = P0M
RT0

= 1, 21 kg · m−3.2. La loi de Laplae s'érit P (z)V γ(z) = P0V
γ
0 ave ρ(z) = m

V (z) et ρ0 = m
V0

don
P (z)

(

m

ρ(z)

)γ

= P0

(

m

ρ0

)γ

donc P (z)ρ−γ(z) = P0ρ
−γ
03. On en déduit que ρ(z) = ρ0

P 1/γ(z)

P
1/γ
0

et la loi de la statique des �uides s'érit don
dP

dz
= −ρ0g

P 1/γ(z)

P
1/γ
0

soit P−1/γdP = −ρ0P
−1/γ
0 dzCette équation à variables séparables s'intègre entre z = 0 et z :

P− 1
γ +1

− 1
γ + 1

− P
− 1

γ +1

0

− 1
γ + 1

= −ρ0P
−1/γ
0 z donc P = P0

[

1 − (γ − 1)ρ0g

γP0
z

]

γ
γ−14. Cette expression ne fait pas apparaître de fateur exponentiel et on ne peut don pas dé�nirun fateur de Boltzmann.5. La pression s'annule lorsque 1 − (γ−1)ρ0g

γP0
z = 0, l'épaisseur de l'atmosphère dans e modèlevaut don zmax = γP0

(γ−1)ρ0g = 29, 5 km.



158 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 9 Altitude moyenne d'une moléule d'air1. Par dé�nition de ν(z) : dN = ν(z) · Sdz = ν0B(z) · Sdz.2. L'altitude moyenne des moléules vaut
< z >=

∫ ∞

z=0
zdN

∫ ∞

z=0 dN
=

ν0S
∫ ∞

z=0
ze

−
mgz
kBT dz

ν0S
∫ ∞

z=0 e
−

mgz
kB T dzLe numérateur se alule par intégration direte et le dénominateur par intégration parparties. On obtient, après simpli�ations : < z >= kBT0

mg3. < z >= 8 800 m, e qui est de l'ordre de grandeur de l'altitude de l'Everest. P (< z >) =

P0e
−1 don P (<z>)

P0
= 0, 37, e qui explique l'essou�ement et les malaises des alpinistes àhaute altitude.4. On déduit de e qui préède que < ep >=< mgz >= mg < z >= kBT .



159Exerie 10 Dégénéresene1. Les 5 états orrespondent aux 5 absisses possibles pour la partiule. Pour haune d'elle,alulons les distanes r1 = O1M et r = O2M , et l'énergie du système, somme des deuxénergies d'interation ave les partiule de harge Q.
x r1 r2 E

− 2a
3

a
3

5a
3

18
5 ε = 3, 6ε

−a
3

2a
3

4a
3

9
4ε = 2, 25ε

0 a a 2ε

−a
3

4a
3

2a
3

9
4ε = 2, 25ε

− 2a
3

5a
3

a
3

18
5 ε = 3, 6εLes trois énergies possibles sont don E1 = 2ε, E2 = 2, 25ε et E3 = 3, 6ε.2. Les états E2 et E3 sont dégénérés ar ils orrespondent haun à deux états distints.3. On a g1 = 1, g2 = 2 et g3 = 2. La probabilité d'ouper l'état E2 (par exemple) vaut :

p2 = P
([

E = E2 et x = −a

3

]

ou
[

E = E2 et x =
a

3

])

=

AB(E2) + AB(E2) = 2Ae
−

E2
kB T = A · g2e

−
E2

kB T4. Par dé�nition :
Z = e

−
E1

kB T + 2e
−

E2
kB T + 2e

−
E3

kBT = e−2 + 2e−2,25 + 2e−3,6 = 0, 401On en déduit
p1 =

e−2

Z
= 0, 338, p2 =

2e−2,25

Z
= 0, 526 et p3 =

2e−3,6

Z
= 0, 136On remarque que le niveau d'énergie le plus bas (E1) n'est pas le plus probable à ause de ladégénéresene de l'état E2 : le fateur 2 entraîne p2 > p1 bien que B(E2) < B(E1). L'énergiemoyenne est < E >= p1E1 + p2E2 + p3E3 = 2, 35ε.5. L'énergie d'interation életrique entre deux partiules de même harge q situées à deuxabsisses distintes n'est négligeable devant l'énergie individuelle de haque partiule que si

q2

4πε0a ≪ Qq
4πε0a soit Q ≫ q. Mais même dans e as, deux partiules ne peuvent oexister aumême endroit, ar la fore de répulsion deviendrait in�nie : 'est un as d'exlusion. Lespartiules ne sont pas indépendantes. En partiulier, N ne peut dépasser le nombre de plaespossibles pour les partiules, don N ≤ 5.



160 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 11 Loi d'Arrhenius1. A étant un réatif, [A] diminue au ours du temps, d[A] est don négatif. Il est proportionnelau nombre de omplexes ativés qui se forment pendant la durée dt, ar ils évoluent vers
C + D, don proportionnel à� la durée dt� la probabilité que deux moléules A et B se roisent et forment un omplexe ativé.On en déduit que

d[A] = −λ · P ([A + B = AB∗]) · dt2. L'événement [A + B = AB∗] est la onjugaison des deux événements indépendants : [A et Bse roisent℄ et [A et B au ontat l'un de l'autre forment le omplexe ativé℄. La probabilitédu premier événement est proportionnelle aux onentrations en A et B. A et B étant auontat l'un de l'autre, ils forment un système {A, B} dont les trois états possibles sont [A+B],
[AB∗ = CD∗] et [C + D]. La probabilité de la transformation A + B = [AB∗ = CD∗] estproportionnelle au rapport entre les probabilités des deux états :

P ([AB∗ = CD∗])

[A + B]
=

e
− E∗

kBT

e
−

E1
kBT

= e
−

(E∗
−E1)

kBTEn onlusion :
P ([A + B = AB∗]) = µe

−
(E∗

−E1)
kB T [A][B]3. Les deux relations établies donnent :

d[A] = −λµe
−

(E∗
−E1)

kBT [A][B]dt soit v = −d[A]

dt
= λµe

−
(E∗

−E1)
kBT [A][B]C'est bien la loi de vitesse attendue ave

k = λµe
−

(E∗
−E1)

kBT donc ln k = ln(λµ) − (E∗ − E1)

kBTPosons Ea = NA · (E∗ − E1) : 'est l'énergie d'ativation molaire orrespondant au gapénergétique entre A + B et [AB∗ = CD∗], et à la hauteur du ol énergétique qu'il fautfranhir, en partant de A + B, pour atteindre C + D. On en déduit
ln k = ln(λµ) − Ea

RT
donc

d ln k

dT
=

Ea

RT 2qui est bien la loi d'Arrhénius.



161Exerie 12 Fore de Keesom entre moléules polaires1. Par appliation de la loi statistique de Boltzmann,
NP = Ae

−EP
kBT = N0e

J
kBT r3 et NA = Ae

−EA
kB T = N0e

− J
kBT r3où A est un fateur de normalisation qu'on pourrait aluler en érivant que NP + NA = N .Par suite

−→
f =

NP
−→
f P + NA

−→
f A

NP + NA
=

−Ae
J

kB T r3 3J
r4 + Ae

− J
kBT r3 3J

r4

Ae
J

kB T r3 + Ae
− J

kBT r3

−→u z = −3J

r4
th

(

J

kBTr3

)

−→u z2. L'énergie d'agitation thermique permet de passer de EP à EA si kBT > EA−EP = 2EA = 2J
r3 .3. Si kBT ≫ 2J

r3 , on utilise l'équivalent thx ≃ x pour x ≪ 1 :
th

(

J

kBTr3

)

≃ J

kBTr3

donc
−→
f = −3J

r4
· J

kBTr3
−→u z = − 3J2

kBTr7
−→u zL'énergie potentielle de Keesom véri�e

−dEpK

dr
= − 3J2

kBTr7
donc EpK = − J2

2kBTr6
et K =

J2

2kBT4. Considérons un système formé de n moles de gaz dont les onstituants sont des moléulespolaires, dans une eneinte sphérique de diamètre 2r. Alors la distane moyenne entre deuxmoléules est de l'ordre de r. Le modèle des gaz de Van der Waals est un modèle orretifdu modèle des gaz parfaits. A�aiblissons les deux hypothèses fondamentales du gaz parfait.� Le volume propre des moléules n'est pas négligé devant elui de l'eneinte : dans le �modèle des sphères dures �, on onsidère que le volume d'une moléule est v0 et elui des
nNA moléules vaut don nb ave b = NAv0 exprimé en m3 · mol−1. Le volume libre dansl'eneinte est don V ∗ = V − nb. b est appelé le ovolume.� Les interations entre les moléules n'est pas négligé. La fore de Keesom étant attrative,les moléules sont agglomérées au entre de l'eneinte, et la pression P mesurée sur lesparois est inférieure à la pression réelle P ∗ au sein du gaz. On pose don P ∗ = P + δP ,
δP étant un terme orretif homogène à une pression qui prend en ompte les fores deKeesom. Or une pression est exprimée en Pasal ave

Pa = N · m−2 = J · m−3et est don homogène à une énergie. Or :� l'énergie dûe aux interations de Keesom est, pour un ouple de moléules EpK = −K
r6 ,� le volume est proportionnel à r3 : V = 4

3πr3 don r3 = 3V
4π� et il y a N = N0(N0−1)

2 ≃ N2
0

2 =
n2

N
2
A

2 ouples de moléules.L'énergie de Keesom vaut don en valeur absolue
EK = N |EpK | =

n2N 2
AK

2
[

3V
4π

]2 =
n2a

V 2
avec a =

8π2N 2
AK

9et on l'identi�e au terme orretif de la pression : δP = n2b
V 2 .L'équation de Van der Waals s'obtient en érivant l'équation des gaz parfait ave les pressionet volume orrigés :

P ∗V ∗ = nRT soit

(

P +
n2b

V 2

)

(V − nb) = nRT



162 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 13 Température d'inversion1. On a :
Z = e

−
E1

kBT + 2e
−

E2
kBT + 4e

−
E3

kB T et

p1 =
e
−

E1
kB T

Z
=

1

Z
, p2 =

2e
−

E2
kB T

Z
et p3 =

4e
−

E3
kBT

Z2. Quand T → 0, les exponentielles tendent vers 0 et
Z0 = 1, p10 = 1, p20 = 0 et p30 = 03. Quand T → ∞, les exponentielles tendent vers 1 et

Z∞ = 1 + 2 + 4 = 7, p1∞ =
1

7
, p2∞ =

2

7
et p3∞ =

4

74. À basse température, 'est E1 = 0 qui est l'énergie la plus probable ; à haute température,'est E3 = 2ε. À la température TV :
Zv = 1 + 2e− ln 2 + 4e−2 ln 2 = 3 et p1v = p2v = p3v =

1

3C'est don la température à laquelle les trois énergies sont équiprobables ; en dessous de Tv,
E1 = 0 est la plus probable, au dessus de Tv, 'est E3 = 2ε. Il est don vraisemblable quee soit au voisinage de Tv que la apaité thermique passe par un maximum. Ce hangementd'énergie s'aompagne d'un hangement des états oupés. Toute propriété physique (autreque l'énergie) assoiée à es états subira don un hangement lorsque la température franhit
Tv. La mesure de Tv est alors possible expérimentalement.



163Exerie 14 Modèle du laser1. Étude des répartitions par l'équilibre radiatif.(a) La fréquene du photon est donnée par la formule de de Broglie : ε = h · f où h est laonstante de Plank.(b) L'énergie du photon est égale à la di�érene entre les deux niveaux d'énergie des atomes,don l'énergie du système est onstante.() A haque absorption, N1 diminue de 1, N2 augmente de 1 et n diminue de 1. À haqueémission, N2 diminue de 1, N1 augmente de 1 et n augmente de 1.(d) Le taux d'absorption (respetivement émission) est le rapport entre le nombre de pho-tons absorbés (resp. émis) et la durée dt. On en déduit que
{

dN1 = −n(abs) + n(ems) = −WN1 · dt + (A + W )N2 · dt
dN2 = n(abs) − n(ems) = WN1 · dt − (A + W )N2 · dt

donc

{

dN1

dt = −WN1 + (A + W )N2
dN2

dt = WN1 − (A + W )N2
avec N1 + N2 = N(e) En régime permanent, les dérivées temporelles sont nulles et les deux nombres véri�entle système

{

−WN1 + (A + W )N2 = 0
N1 + N2 = N

donc

{

N1 = A+W
A+2W N = A+Bn

A+2BnN

N2 = W
A+2W N = Bn

A+2BnNLes allures sont elles de fontions homographiques, ave les trois points et limitessuivants :
u 0 A

B +∞
W 0 A +∞
N1 N 2N

3
N
2

N2 0 N
3

N
2

0

N/3
N/2

2N/3

n

A/B

N N

N

1

22. Étude des répartitions par l'équilibre thermodynamique.(a) La répartition statistique est donnée par la loi de Boltzmann :
N1 = Ae

−
E1

kB T et N2 = Ae
−

E2
kB T donc

N2

N1
= e

−
E2−E1

kBT(b) E2 − E1 = ε = hc
λ = 3, 3 · 10−19 J et kBT = 4, 1 · 10−21 don N2

N1
= e

− ε
kBT = e−80 =

1, 8 · 10−35.3. L'état exité est don presque totalement dépeuplé, N2 ≃ 0 et N1 ≃ N . Les deux lois derépartition sont don ompatibles si le nombre de photons vaut n ≃ 0, e qui orrespond àl'extintion du laser. Lorsque le laser est en fontionnement, pour obtenir par exemple n = A
Bphotons, il faut que N1 = 2N

3 , N2 = N
3 , e qui est inompatible ave l'équilibre thermody-namique à la température T . Pour obtenir et état, on donne de l'énergie au système aveun �ash puissant, qui fait passer une majorité des atomes à l'état exité, e qui orrespond à



164 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEune inversion de population (N2 > N1 ou N2 et N1 du même ordre de grandeur) par rapportà l'état naturel (où N2 ≪ N1). Remarque : l'étude omplète du laser néessite la prise enompte de trois niveaux d'énergie et la dé�nition d'un système omplet {atomes, photons}dont l'état est aratérisé par le quadruplet |N1, N2, N3, n >.



165Exerie 15 Étude d'un système à deux niveaux d'énergie 0 et ε1. Les seules énergies possibles sont Etot = n · ε ave n ∈ {0, . . . , N}.2. Pour obtenir une énergie totale Etot = n · ε, il su�t de hoisir n partiules dans l'état E2 = εet N − n dans l'état E1 = 0. On en déduit
Ω(Etot = n · ε) =

(

N
n

)

=
N !

n!(N − n)!3. L'événement (Etot = n · ε) est le résultat des deux événements indépendants :� le système aquiert l'énergie n · ε� n partiules parmi les N sont hoisies pour ouper l'état d'énergie ε.La probabilité de et événement est don proportionnelle au produit du fateur de Boltzmannd'énergie nε par le nombre de répartitions possibles Ωn, soit
pn = AΩn · B(n · ε) = A

N !

n!(N − n)!
e
− n·ε

kB T4. Allure des ourbes.Cas 1 À faible température, ε
kBT ≫ 1 et l'exponentielle du fateur de Boltzmann est donune fontion déroissant très fortement ave n, et elle �érase� la fontion Ω. Le maximumde pn est obtenu pour n∗ = 0, soit E∗

tot = 0. En e�et, l'énergie d'agitation des partiulesne leur permet que di�ilement d'atteindre E2 = ε et il est don très probable que tousrestent dans l'état minimal E1 = 0, don E∗
tot = 0Cas 2 À moyenne température, ε

kBT ≃ 1. pn est alors le produit d'une fontion Ω qui ressem-ble à une gaussienne dont le pi est obtenu pour n = N
2 par le fateur de Boltzmannqui est une fontion exponentielle déroissante : son maximum est obtenu pour unevaleur n∗ inférieure à N

2 . L'énergie du système vaut don E∗
tot = n∗ε. En e�et, l'énergied'agitation permet à un nombre signi�atif de partiules d'atteindre E1 et l'énergie deprobabilité maximale orrespond à un ompromis entre nombre de répartitions assezimportant et fateur de Boltzmann pas trop faible.Cas 3 À haute température, ε

kBT ≪ 1. pn est alors le produit d'une fontion Ω qui ressembleà une gaussienne dont le pi est obtenu pour n = N
2 par le fateur de Boltzmann qui estune fontion exponentielle très lentement déroissante, et qu'on peut onsidérer ommeonstante : son maximum est obtenu pour une valeur n∗ = N

2 . Cei orrespond au as oùle nombre de distributions est maximal. L'énergie du système vaut don E∗
tot = N

2 ε. Ene�et, l'énergie d'agitation est tellement grande que les deux états E1 et E2 deviennentéquiprobables, l'état le plus probable est don elui orrespondant au nombre maximalde répartitions et où la moitié des partiules est dans haque état, don E∗
tot = N

2 ε.5. Dans le as 2, plus la valeur de N est grande, plus le pi est étroit autour de e maximum estétroit. Lorsque le nombre de partiules est très grand, le pro�l de la ourbe a la forme d'unpi très haut et de largeur très faible par rapport à la largeur du graphique. L'énergie dusystème Etot est alors égale à l'énergie la plus probable et la �utuation relative de l'énergie
∆E
Etot

tend vers zéro, e qui justi�e le aratère presque ertain de l'énergie.



166 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 16 Finesse du pi de probabilité1. Les termes (∆E)2 et (δε)2 sont des onstantes, indépendantes de N , don par passage à lalimite, ette inégalité reste vraie et le terme de droite tend vers 0.2. Il y a équivalene entre les événements
∣

∣

∣

∣

Etot

N
− < E >

∣

∣

∣

∣

≥ δε et |Etot − N < E >| ≥ NδεPrenons δε = <E>

N
1
4
. L'inégalité s'érit alors :
P

(

|Etot − N < E >| ≥ N · < E >

N
1
4

)

≤ (∆E)2

N
(

<E>

N
1
4

)2

soit P
(

|Etot − N < E >| ≥ N
3
4 < E >

)

≤ 1√
N

·
(

∆E

< E >

)2L'événement ontraire a don une probabilité
P

(

|Etot − N < E >| <
[

N
3
4 < E >

)]

>

[

1 − 1√
N

·
(

∆E

< E >

)2
]

N est de l'ordre de grandeur du nombre d'Avogadro, et le rapport ∆E
<E> est de l'ordre ouinférieur à 1. Le terme de droite est don égal à 1 à 10−11 près, l'événement

|Etot − N < E >| <
[

N
3
4 < E >

]qui peut aussi s'érire
[

N < E > −N
3
4 < E >

]

< Etot <
[

N < E > +N
3
4 < E >

]est don presque ertain, et la �utuation de l'énergie totale est majorée :
∆Etot <

[

N
3
4 < E >

]On en déduit une majoration de l'éart relatif
∆Etot

< ∆Etot >
<

N
3
4 < E >

N < E >
=

1

N
1
4Il tend don vers zéro quand N tend vers l'in�ni.



167Exerie 17 Caratère quasi-ertain de la densité partiulaire1. Divisons l'eneinte omplète de volume V en Q ases de volume v. La k-ième partiule estanimée d'un mouvement d'agitation permanent et elle se déplae de façon aléatoire dansl'eneinte ; elle peut don se trouver de façon équiprobable dans haque ase. On en déduitque la probabilité de trouver la partiule dans la ase désignée est don 1
Q , don

P (ξk = 1) =
1

Q
=

1
V
v

= αL'espérane vaut don
m =< ξk >= 0 · P (ξk = 0) + 1 · P (ξk = 1) = α2. 02 = 0 et 12 = 1 don la variable aléatoire ξk et la variable aléatoire (ξk)2 sont identiques,elles ont même loi de probabilité et même espérane. Par suite :

σ2
k = Var(Xk) =< (ξk)2 > − (< ξk >)2 = α − α2 = α(1 − α)3. Le nombre n est égal au nombre d'entiers k pour lesquels ξk = 1

donc n =

N
∑

k=1

ξk4. En utilisant le résultat donné par l'énoné, il vient
< n >= Nm = Nα = N

v

V
donc < ν >=

< n >

v
=

N

V
= ν0

et Var(n) = Nσ2 = Nα(1 − α)L'éart quadratique moyen de n est don ∆n =
√

Nα(1 − α) et elui de ν vaut don ∆ν =√
Nα(1−α)

v . L'éart relatif est don
∆ν

< ν >
=

√
Nα(1−α)

v
Nα
v

=

√

Nα(1 − α)

Nα
=

√

1 − α

α
· 1√

NSi N est de l'ordre de grandeur du nombre d'Avogadro, Cherhons à quelle ondition sur αe nombre est petit devant 1, par exemple inférieur à 10−4 :
√

1 − α

α
· 1√

N
≤ 10−4 ⇔ 1 − α

α
≤ 6 · 1015 soit α ≥ 1, 7 · 10−16soit enore v est inférieur ou de l'ordre de grandeur de 10−16V . Ce alul donne don uneestimation des dimensions relatives du volume mésosopique par rapport au volume maro-sopique. Si V est de l'ordre du litre, alors v peut être onsidéré omme un volume méso-sopique si son volume est de l'ordre du miromètre-ube. Si v est au moins égal à ettevaleur, alors la densité moyenne de partiules dans la ase est égale à ν0 et sa �utuationrelative est inférieure à 1

10 000 : ν est don égale à ν0 de façon quasi-ertaine.



168 CHAPITRE 10. ÉLÉMENTS DE THERMODYNAMIQUE STATISTIQUEExerie 18 Modi�ations dans le modèle de la moléule diatomique1. On néglige les deux termes d'énergie inétique de rotation dans l'expression de l'énergieinétique totale de la moléule :
ec ≃ 1

2
(m1 + m2)ẋ

2
G +

1

2
(m1 + m2)ẏ

2
G +

1

2
(m1 + m2)ż

2
GLe nombre de degrés de liberté quadratiques vaut don 3 et

< ec >=<
1

2
(m1 + m2)ẋ

2
G > + <

1

2
(m1 + m2)ẏ

2
G > + <

1

2
(m1 + m2)ż

2
G >= 3 × 1

2
kBTdon CV,m = 3

2R.2. La distane entre les deux atomes n'est plus onstante, don l'énergie inétique est la sommedes 6 termes indépendants suivants
ec =

1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m1ẏ

2
1 +

1

2
m1ż

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 +

1

2
m2ẏ

2
2 +

1

2
m2ż

2
2L'énergie méanique est la somme de ec et de l'énergie potentielle élastique 1
2k(M1M2− ℓ0)

2.On en déduit que
< em >=< ec > + < ep >= 6 × 1

2
kBT +

1

2
kBT =

7

2
kBTdon CV,m = 7

2R.



169Exerie 19 Prise en ompte des anisotropies du solide1. On empêhe les mouvements selon l'axe z, on perd don le terme 1
2mż2 dans l'énergie iné-tique et le terme 1

2kz2 dans l'énergie potentielle élastique. Le nombre de termes quadratiquesindépendants passe don de 6 à 4 don Cm = 4 · 1
2R = 2R.2. La valeur moyenne d'un terme quadratique indépendant dans l'énergie de la partiule vaut

1
2kBT quel que soit e terme, don Cm n'est pas modi�é par la distintion des onstantes deraideur dans les di�érentes diretions.


