Exercice 12.1

On commence par permuter les lignes L
et Lz. On obtient :

1 1 «
1 o 1
a 1 1
On fait ensuite
L2 < L2 — L1
L3 < L3 —alq.
On obtient :
1 1 «a

0 a—-1 1—-«
0 1—a 1-—a?

Enfin, on fait L3 < L3+ Lo, on obtient :

1 1 «a
0 a-—1 11—«
0 0 2—a—a?

La matrice est équivalente en lignes a
une matrice échelonnée, on doit donc
déterminer si les coefficients diagonaux
sont nuls ou non. On a :

2—a—a’=0<=a=1loua= -2

Si @ = 1, la matrice échelonnée possede
deux lignes nulles, elle est donc de rang
1.

Si « = —2, la matrice échelonnée possede
deux lignes non nulles, elle est donc de
rang 2. Enfin, si @ # 1 et @ # —2, la ma-
trice est triangulaire avec des coefficients
diagonaux non nuls, elle est donc de rang
3.

Exercice 12.2

On remarque que C; = C3 = —C4,
la matrice de taille 4 est donc de rang
inférieur ou égal & 2. Comme il existe
deux colonnes non colindaires, le rang
vaut au moins 2 donc il est égal a 2.

Exercice 12.3

On a C; + C2 = C4, le rang est donc
strictement inférieur & 4 ce qui montre
que la matrice n’est pas inversible.

Exercice 12.4

Soit (a,b, c) € R, I’équation :

a
AX =10
c

admet-elle des solutions? On étudie le
systéme suivant :

r+2z=a
—y+z=0
r—2y=c

En faisant Ls + —L3 + L1, on obtient :

r+2z2=a
—y+z=2>b
20+2z=a—c.

En faisant L3 < Ls + 2L2 on obtient :

r+2z=a
—y+z=0b
4z =a —c+ 2b.

Le systeme est triangulaire avec des co-
efficients diagonaux non nuls, il possede
donc une unique solution. On en déduit
que la matrice est inversible. Pour
déterminer son inverse, on résout le
systéme, on trouve :

z—1a+1b—lc

T4 20 4
1 1 1
y—z—b—Za—ib—Zc

1 1
mza—2z:—a—b+§c,

2
soit :
1 1
r=—-a—b+ =c
T 2(1 +2(’
1 1( 1
y—4(1, 2) l&

1 —I—lb
z=-a+=b——c
4 2

On en déduit :

(2 42
At = (2 1
1 2 -1

On peut vérifier que AA™" = T3.
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Exercice 12.5

On résout le systéme associé :

20 —2y+z = a
2c —3y+2z = b
—r+2y = c¢

On fait Lo < L2 — 2L4, on obtient :

z4+2r—2y=a
—2x+y=>b—-2a
—zrz+2y=c

On fait ensuite :

L3+ Lo —2L3
Lo+ Lg,

on obtient :

z+2x—2y=a
—Tx+2y=c
-3y =b—2a — 2c.

Le systeme est triangulaire avec des co-
efficients diagonaux non nuls, on peut
donc affirmer que la matrice est inver-
sible. Pour déterminer son inverse, on
résout le systeme. On trouve :

z—za—lb—l—gc
Y=3%737T 3"
4 1
m=2y—c=§a—§b+§c
1 2 2
=a—22x+2y=—= -b+ =c
z=a x + 2y 3a+3 +3c,
soit encore :
4 2 1
=-a—=b+ =c
3" 73013
2 1 2
y_ga—gb-i-gc
z——la—l—zb—l—zc
3 3 37
On en déduit que :
1 4 -2 1
M‘1=g 2 -1 2],
-1 2 2

et on peut vérifier que MM ' =1;.

Exercice 12.6

On écrit :
—1 1 1{1 0 O
1 -1 110 1 O
1 1 —-1]0 0 1

On fait Ly < Lo+ L1 et Ly < Lz + L1,
on obtient :

-1 1 1|1 0 O

0 0 2|1 1 O

0 2 0|1 0 1

On permute les lignes 2 et 3 :
-1 1 1|1 0 O

0 2 01 0 1

0 0 2|1 1 0

Pour éliminer les coefficients au-dessus
de la diagonale, on fait

Ly + 2L — Lo — L3 :

-2 0 0|0 -1 -1
0 2 0|1 0 1
0 0 2|1 1 0

II ne reste plus qu’a diviser la premiére
ligne par —2 et les deux suivantes par 2 :

1000 & 1%
0103 0 %
00 1|35 35 O

On en déduit que 'inverse de la matrice
est

01 1
Ly o 1],
1 10

et on peut vérifier que le produit de la
matrice et de son inverse vaut la matrice
identité.

Exercice 12.7

1) Ona
5 =3 6
A=o3 1 6
3 -3 8

On trouve alors que A% — 34 + 213 est la
matrice nulle.

2) On a donc :
A(A = 313) = —2I,
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ce qui se réécrit :

1 3

On en déduit que :

1 1 3 1 =2
A_1:§(3I3_A):Z -1 5 -2
-1 1 2
Exercice 12.8
0 0 0
1) Onpose B=A+I3=(1 0 0
0 1 0
Ona:
0 0 0
B*=(0 0 o},
1 0 0

et B? est la matrice nulle.

2) On écrit A = B —1I3. On utilise la for-
mule du bindéme de Newton, car les ma-
trices B et —I3 commutent. Pour n > 2,
on a :

A = Z (Z) B*(—I)"*

E (e

car B est nulle pour tout k supérieur ou
égal &4 3 et (—I3)" % = (=1)""*I;. On a
donc :
A" = (=1)"I3 +nB(-1)"""
n(n —1) Bg(_l)n,g’
2
ce qui est équivalent a :
A" = (—1)" <13 —nB+ ”("T_DBQ> :
On en déduit que, Vn > 2 :

1 0 0
A=) —n 1 0
n(nz—l) n 1

On remarque que cette formule est en-
core valable pour n =0 et n = 1, elle est
donc valable pour tout entier n € N.

Exercice 12.9

1) On a A® = 3A. Par une récurrence
immédiate, on en déduit que, Vn > 1 :

A" =3"""A

2) On écrit B = A —1I3. Soit n > 1. On
applique la formule du binéme de New-
ton car A et I3 commutent :

n S mn k n—=k
B :kz_o (k)A (=" ",

On sait que pour tout £ > 1, on a
AF =38=14. On a donc :

B"l
I3+Z ( )Ak( 1
= _1)’"'13+Z (k) 3P A=)k
k=1
On a:
S n k—1 n—=k
k=1
_ 1 . n k n—k
- ()
k:lr
_ 1 - n k(_q1\yn—k _ (_1\n
= (2 () 1)).
k=0

D’apres la formule du binéme de New-
ton, on a :

g (7)ot =@ =2
donc :
;: (1) o= - .

On a donc, Vn > 1 :
1
B"=(-1)"Izs+ 3 2" - (-1") A.

On vérifie que cette formule est
également vraie pour n = 0.
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Exercice 12.10

1) On doit tout d’abord calculer 'in-
verse de P. Pour cela, on va résoudre le
systéme associé a P :

I_a—i—b
T2
rTt+y—z=a
r—y+z=0 = y:a;C
—rz+yt+z=c
. b+c
T2
1 1 1 0
OnadoncP‘1:§ 1 0 1
0 1 1
On calcule le produit :
1 1 1 0 2 0 0
P~'D =3 1 0 1 0 3 0
0 1 1 0 0 4
2 30
:% 2 0 4],
0 3 4
puis :
P7'DP
1 2 3 0 1 1 —1
=3 2 0 4 1 -1 1
0 3 4 -1 1 1
= A.

2) Pour tout entier n, on a :

A" =ptDp"p,
avec :
2" 0 0
D=0 3" ,
0 0 4
donc :

2" 43" 2" -3 3" -2"
An — 277, _ 4n 2n + 4n 4n _ 2n
3n_4n 4n_3n 3n+4n

N —

Exercice 12.11

1) On applique la formule du produit
matriciel. On commence par calculer le

coefficient (AE;;), . d’indice (r,s) de la
matrice AE;;. Par définition, il est égal
a:

Z Ark (Ezj)ks .
k=1

Or, le coefficient d’indice (k, s) de E;; est
nul sauf si ¢ = k et s = 5. On en déduit
que :

v _J0 sis#j
(AE”)” o { ari sis=yj.
On calcule maintenant le coefficient
(AE;;B),; d’indice (r,l) de la matrice
AFE;;B. Par définition, il est égal & :

Z (AE:j),.1, bri-

k=1
Seul le terme d’indice k = j est non nul,
on a donc :

(AE;;B)r = aribji.

2) Supposons par l'absurde que B
et A sont non nulles. Alors, il existe
deux coefficients ai;, et bi,;, non nuls.
On considére alors le produit matri-
ciel AFEj,;;B. Par hypothese, ce pro-
duit matriciel est nul. Or, d’aprés le
calcul précédent, le coefficient d’indice
(f0,41) de la matrice AEj,;, B est égal
A& @igjobiij,, il est donc nul ce qui est
une contradiction. On a montré, par ’ab-
surde, que A ou B est la matrice nulle.

Exercice 12.12

On utilise la formule du produit matri-
ciel. Le coefficient (AB),; d'indice (i, )
du produit AB est égal a :

n n
E aikbrj = E brj,
k=1 k=1

car A est la matrice dont tous les coeffi-
cients sont égaux a 1. On calcule mainte-
nant le coefficient d’indice (¢, ) du pro-
duit matriciel ABA :

n n n

Y AB)ay =33 bu.

=1 =1 k=1

On a montré que tous les coefficients du
produit matriciel ABA sont identiques,
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égaux a la somme de tous les coefficients
de B. Si on note s la somme de tous les
coefficients de B, on a donc :

ABA = sA
puis :

tr (ABA) = str (A) = ns.

Exercice 12.13

Commencons par calculer A2 :

n—1 n—1
<2 Em‘+1> <Z Ej,j+1>
i=1 j=1

Y Eiit1Ej 1

= > F; j+10:+1,; d’aprés [S12.2]
4]

n—2

= E Eiito,
i=1

car d;4+1,; = 0 lorsque ¢ + 1 # j et vaut 1
quand ¢+1=j. Onaalors j+1=14¢+2.
Par une récurrence immédiate, on a :

A2

n—k
k
A" = E Ei it
i=1
On a donc :
—1
A" = Eqp,

et, pour k > n — 1, A¥ = (0). On en
déduit que :

n—k

AR — Z Eiivpsik<n-—1
=1
(0) si k > n.
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