Chapitre 1. Cours

Objectifs pédagogiques

Déterminer le centre d’inertie d’un solide par le calcul intégral

Déterminer le centre d’inertie d’un solide en utilisant les théorémes de Guldin
Déterminer le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe

Définir I’opérateur d’inertie d’un solide

Déterminer la matrice d’inertie d’un solide en utilisant la symétrie matérielle
Savoir appliquer le théoréme de Koenig

Notions abordées

Centre d’inertie d’un systéme continu

Centre d’inertie d’un systéme discret

Centre d’inertie d’un systéme composé

Propriété de symétrie

Premier théoréme de Guldin

Deuxieme théoréme de Guldin

Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe
Opérateur d’inertie

Matrice d’inertie

Base principale d’inertie

Symétrie matérielle

Symétrie planaire

Symétrie de révolution

Symétrie sphérique

Théoreme de Huygens

Théoréeme de Huygens généralisé - Théoréme de Koenig
Changement de base - Matrice de passage
Quadrique d’inertie

Ellipsoide d’inertie

Matrice d’inertie d’un systeme matériel composé
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Pour aller plus loin dans la description et la compréhension du mouvement des
systémes matériels, il est indispensable de connaitre un certain nombre de données sur
la répartition des masses des systémes. C’est essentiellement :

» ]alocalisation du centre d’inertie.
» Ja détermination des moments d’inertie et produits d’inertie par rapport a des
axes (matrice d’inertie).
Nous nous proposons donc d’étudier la répartition géométrique des masses dans un
systéme matériel afin de préparer les concepts cinétiques et dynamiques.

1. Centre d’inertie

1.1. Systéme continu

1.1.1. Définition
Soit (2') un systéme continu, c'est-a-dire un systéme dont la masse est répartie de fagon
continue, alors on appelle centre d’inertie (ou centre de masse) de (') le point unique
noté G tel que :

j GPdm(P) =0

Pe(2)

ou dm(P) est I’€lément de masse autour du point P avec dm(P) = p(P)dv(P) pour une
distribution volumique de masse, dm(P) = o(P)ds(P)pour une distribution surfacique
de masse et dm(P) = A(P)dIl(P) pour une distribution liné¢ique de masse.

Il convient de préciser que p(P)est la densité volumique, o(P) est la densité
surfacique et A(P) est la densité linéique au point P e (2)).

1.1.2. Coordonnées du centre d’inertie

Posons GP=GO+OP ot O désigne un point quelconque, d’apres la relation ci-dessus
ona:

jﬁdm = JAO_G’dm

Pe(2) Pe(2)

or OG est indépendant de m et t, donc :

J‘aﬁdm = aj Idm
Pe(X) Pe(Y)
soit :

0G =L [OPdm

Pe(2)
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Si on pose R(O,X,,y,,2,), ona: OG=x,X,+ .y, +z.;Z, etOP=xx,+yy, +2Z,, il
vient :

Xg=— jxafm;yG:i Iydm etzG:i Izdm

M p s Pe(2) Pe(2)

1.1.3. Application pédagogique n° 1
Déterminons le centre d’inertie d’un demi-cerceau homogéne de rayon R.
A

y

=y

)

En raison de la symétrie matérielle, le centre d’inertie G du demi-cerceau se trouve sur
I’axe (0O, y):

1
xg=0cet y; =—Iydl

L

($)
en utilisant les coordonnées polaires, on peut écrire :
dl=Rd6b,y = Rsinf et L=7R
alors :
R’ T . 2R

Ve = Tjsm@d@ =—

) T
1.1.4. Application pédagogique n° 2

Soit (D)un demi-disque plan homogene de centre O, de rayon R et de masse m.

Calculons dans le repére R,(O,X,y,Z)son centre d’inertie G.

_ A
Y

Q
=y
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VPe(D) on az=0<&2z;=0. Par ailleurs en raison de la symétrie matérielle de
(D) par rapport a I’axe(0,y),le centre d’inertie G est situé¢ sur ’axe(O, y) et par

conséquent xg = 0. Il ne reste plus qu’a calculer yg.

Vo=~ [ydme v, =2 [yrarao == [ (rsinO)rdrdo =" [r’drsin a0

Pe(D) Pe(D) Pe(D) Pe(D)

R V4 3
o 3 . 20R 4R
=— d g |=— < =—
m D g r}“ - } 3m Y6 3

0 0

1.2. Systéme discret
Pour un systéme discret (2) composé de points matériels P; (i = 1,..., n) de masse m;,
le centre d’inertie du systeme (2') est le point G défini par :

imi GP: =0 (barycentre)
i=1

ou m= Zmi est la masse totale de () .
i=1

soit quel que soit le point O :

Si (x;,¥,,z;)sont les coordonnées de P, €(2) dans le repére R(O,X,, ¥,,Z,), alors les

coordonnées (X, V;,Z5)du centre d’inertie G de(2') dans (Ry) sont données par :

1 3 1 13
XG :_Zmi“xi s Ve :_zmiyi et z; :_Zmizi
m m i m -

1.3. Systéme composé

Soit (2) = UZI. un systéme formé de n sous-systémes 2. (i= 1, ..., n) deux a deux
i=1
disjoints de masse m;, alors le centre d’inertie G de (') est le barycentre des centres

d’inertie G; de 2 affecté de la masse m; :
- ] n -
0G ==Y m,0G,
m i=1

ou m = Zmi est la masse totale de( 2 ).
i=]
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1.3.1. Application pédagogique n° 3

=l v

Déterminer le centre d’inertie d’une demi-sphere de rayon R et de masse
volumique p. En déduire la position du centre d’inertie d’un culbuto constitu¢ de la
demi-sphere précédente surmontée d’un cylindre de méme rayon, de hauteur % et de
méme masse volumique. Pour quelle valeur de 4, le centre d’inertie du culbuto est
confondu avec le centre O de la sphere ?

A 2 s
— Demi-sphére de rayon R, de masse m,; = 3 PR

Par raison de symétrie, le centre d’inertie G se trouve sur I’axe (O, y) . On découpe la
demi-sphere en disques élémentaires d’axe (O, y), d’épaisseur dy, de rayon r et de
masse :

dm= pr’dy

ona:r=Rcosf,y=Rsinf = dy = Rcos 8d60
d’ou:

7R’ 3R
P = Ve =5

3
my, = jydm :pﬁR4jcos3 OsindO =
) 0
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2
— Culbuto composé d’une demi-sphére de rayon R, de massem, 25 prR’, et d’un

cylindre de rayon R, de hauteur / et de massem, = ,07d€2h.
Pour des raisons de symétrie, le centre d’inertie G du culbuto se trouve sur ’axe (0, y ).

Soit G; le centre d’inertie de la sphere seule et G le centre d’inertie du cylindre seul,
avec :

= IRy =t
Ya, 3 Ya, 5

le culbuto étant composé de la sphere et du cylindre, on a :

My, tm,yg,

Ya m, +m,

soit :
2 ;. 3 5. h
gpﬂ'R (—ER)+p7zR h(E) 32k - RY)

Yo = 4Gh+ 2R)

yG = 2
E'IMR3 + prR’h

Le centre d’inertie du culbuto sera confondu avec O pour/ =

s

1.3.2. Application pédagogique n° 4
Déterminer le centre d’inertie d’une demi-sphére de rayon R et de masse
volumique p. En déduire la position du centre d’inertie d’un culbuto constitu¢ de la

demi-sphere précédente surmontée d’un cone de méme rayon, de hauteur / et de méme
masse volumique. Pour quelle valeur de 4, le centre d’inertie du culbuto est confondu

avec le centre O de la sphére ?
A

y

=l v

Ny
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— Pour le centre d’inertie de la demi-sphére le calcul a déja été fait (voir application
pédagogique n° 3).
7R h

— Cone de base circulaire de rayon R, de hauteur / et de massem, = 3

Pour des raisons de symétrie, le centre d’inertie G se trouve sur I’axe (O, y). On découpe
le cone en disques élémentaires d’axe (O, y) , d’épaisseur dy, de rayon r, situés a la
hauteur y et de masse :

dm= pr-dy
h— h
ona: LA R(1- ),d’ofl :
* R
1 R’ aR*h’ h
yo=— [ydm=P"" J(l =£ V=
My pes) m, 4
2
— Toupie composée d’une demi-sphére de rayon R, de masse m, = 3 prR’ et d’un cone
R’ h
de rayon R, de hauteur / et de masse m, = & I

Pour des raisons de symétrie, le centre d’inertie G du culbuto se trouve sur I’axe( O, y ).

Soit G, le centre d’inertie de la sphere seule, et G, le centre d’inertie du cone seul,

y 3R ty h
avec:ys; =——— et Y5 =—.
! 8 4

La position du centre d’inertie de la toupie est donnée par :

mye, +m,yg,

Yo = m, +m,
soit
(3] o 1)
_3 8 3 \4) :h2—3R2
Ye 2 . k% Ye T4+ 2R)
g,oﬂR +p 3

Le centre d’inertie du culbuto sera confondu avec O pour/ = RV3.
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1.4. Propriété de symétrie
Si un solide homogene posséde un €élément (point, axe, plan) de symétrie, alors G
appartient a cet élément.

1.5. Théorémes de Guldin

Il existe deux théorémes de Guldin et ne sont valables que dans le cas des systémes
homogenes ayant une densité linéique ou surfacique. Autrement dit si un solide a une
densité volumique alors les théorémes de Guldin ne s’appliquent pas.

1.5.1. Premier théoréme de Guldin : centre d’inertie d’une courbe plane

ce premier théoreme permet la détermination du centre d’inertie d’une courbe plane
homogeéne et porte parfois le nom de théoréme de Pappus ou de théoréme de Pappus-
Guldin.

Enoncé

L’aire S de la surface engendrée par une courbe plane (C), de longueur L, tournant
autour d’un axe de son plan (P), ne la traversant pas, est égale au produit de la longueur
de la courbe par le périmetre du cercle décrit par son centre d’inertie G.

S=2mg,.L

XG‘

U

[t}

Surface engendrée par une courbe

Démonstration
Le centre d'inertie G de la courbe (C) est donné par la relation :

0,6=2 [ordi

Pe(C)



