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Les themes des 17 dossiers de la session 2013 sont, par ordre chronologique :

algorithmique (page 20)

loi binomiale (page 27)

calculs d’aires et de longueurs (page 31)
optimisation (page 36)

arithmétique (page 39)

intégration d’un outil logiciel (page 44)
optimisation (page 49)

géométrie dans l'espace (page 55)
matrices (page 60)

probléme avec prise d’initiative (page 70)
géométrie dans l'espace (page 73)
fonctions et inéquations (page 77)
algorithmique (page 82)

optimisation (page 88)

géométrie plane (page 92)

suites (page 98)

prise de décision (page 102)
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Sujet n°1 : Dossier du 23/06/2013

Théme : algorithmique I

Une équipe de statisticiens propose les modeles suivants pour comparer 1'évolution
future de la population francaise et de la population allemande.

L’exercice

¢ On note u, la population de I’Allemagne estimée en millions d’habitants au ler
janvier de ’année 2010 + n. On a alors ug = 81,2 et u, 11 = 0,998 x u,, +0, 2.

¢ On note v, la population de la France estimée en millions d’habitants au ler
janvier de 'année 2010 + n. On a alors vy = 63,2 et v,41 = 1,002 x v, + 0, 1.

1/ Ecrire un algorithme donnant ’année a partir de laquelle la différence entre la
population de I’Allemagne et celle de la France métropolitaine sera inférieure
a quinze millions et donner le résultat.

2/ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

u, = —18,8 x 0,998™ + 100 et wv, =113,2 x 1,002" — 50
3/ Retrouver le résultat de la question 1/ par le calcul.

Les réponses proposées par deux éléves a la question 1/

Eleve 1
Dans la calculatrice, mode suite, u,, en premiere colonne, v, en 2éme colonne,

v, — Uy, en 3eme colonne, la différence est inférieure a 15 millions & partir de
la 16éme année.

Eleve 2

variables : N et D

début

18 > D;

0— N;

tant que D > 15 faire
0,004 x D+ 0,1 - D;
N+1—->N;

fin

sorties : Afficher D et N

fin

Mon algorithme ne marche pas car je trouve un an.
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Le travail a exposer devant le jury

A) Analysez la production de chaque éléve en mettant en évidence ses compétences
dans le domaine de l'algorithmique.

B) Exposez une correction des questions 2/ et 3/ comme vous le feriez devant
une classe de terminale scientifique.

C) Présentez deux ou trois exercices faisant appel & des algorithmes.

Corrigé du Sujet n°1 :

Réponse a la question A)

e L’éleve 1 choisit d’utiliser la fonctionnalité tableur de sa calculatrice. Ainsi,

méme s’il utilise bien ’outil informatique pour répondre au probléme posé et bien
que sa réponse soit tout & fait correcte, il ne répond pas a la question puisqu’il
ne rédige pas un algorithme. Difficile dans ce cas d’évaluer les compétences
de I’éleve dans le domaine de 'algorithmique. La seule chose que 1'on puisse
dire, c’est qu’il maitrise I'utilisation du tableur de sa calculatrice (ce qui est
une compétence attendue) et qu’il fournit ainsi la bonne réponse, en restant
toutefois laconique sur les formules & saisir dans chacune des cellules du tableur.

L’éleve 2 rédige bien quant a lui un algorithme en pseudo-code. 1l fait preuve
d’un esprit critique puisqu’il indique que son algorithme ne fournit pas la bonne
réponse. Sa production permet de constater qu’il maitrise parfaitement toutes
les bases de 'algorithmique : définition des variables, affectation des variables,
boucle « tant que ». Son erreur est en fait d’ordre purement algébrique, il semble
penser que :

Up+1 — Unt1 = 0,998 x u,, — 1,002 x v, +0,1
= (0,998 — 1,002)(up, —v,) + 0,1

la deuxieme égalité étant évidemment fausse. Ainsi, en notant d,, = u,, — v, il
pense que dp, 11 = 0,004 x d,, + 0,1, ce qui justifie la ligne 0,004 x D+ 0,1 — D
de son algorithme, si on omet l'erreur de signe puisque 0,998 — 1,002 = —0, 004.
Il n’a pas le réflexe de tester son algorithme en le faisant tourner « a la main ».
Il aurait constaté qu’a l'issue du premier passage dans la boucle « tant que », la
variable D vaut 0,004 x 18 + 0,1 = 0, 172, valeur inférieure a 15, ce qui entraine
la sortie de la boucle « tant que » et donc la fin de ’exécution de ’algorithme,
et surtout qui n’est visiblement pas une valeur raisonnable pour u; — vy.

Réponse a la question B)

1z [’exercice-jury est intégralement corrigé ici mais seule une correction
des questions 2/ et 3/ devait étre exposée au tableau par le candidat.
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1/ Algorithme rédigé en pseudo-code :

variables : U, V, D, N

début

81,2 - U;

63,2 > V'

U-V - D;

0— N;

tant que D > 15 faire
0,998 xU +0,2 > U;
1,002 xV +0,1 - V;
U-V - D;
N+1—N;

fin

sorties : Afficher D et N

fin

Algorithme implémenté sous Algobox :

1  VARIABLES
2 U EST_DU_TYPE NOMBRE

3 V EST_DU_TYPE NOMBRE

4 D EST_DU_TYPE NOMBRE

5 N EST_DU_TYPE NOMBRE

6  DEBUT_ALGORITHME

7 U PREND_LA_VALEUR 81.2

8 V PREND_LA_VALEUR 63.2

9 D PREND_LA_VALEUR U-V

10 N PREND_LA_VALEUR ©

11 (D>15)

12

13 U PREND_LA_VALEUR 0.998*U+0.2
14 V PREND_LA_VALEUR 1.002*V+0.1
15 D PREND_LA_VALEUR U-V

16 N PREND_LA_VALEUR N+1

17

18 AFFICHER D
19 AFFICHER N
20 FIN_ALGORITHME

Son exécution donne :

***Algorithme lancé***
14.915413

16

***Algorithme terminé***

L’année cherchée est donc 2026.
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Remarque : 'algorithme proposé s’inspire (en le corrigeant!) de celui pro-
posé par 1’éleve 2. La variable D introduite par cet éleve est inutile et
I’algorithme peut se simplifier comme suit :

variables : U, V, N

début

81,2 - U;

63,2 > V'

0— N;

tant que U — V > 15 faire
0,998 xU + 0,2 - U;
1,002 x V +0,1 - V;
N+1— N,

fin

sorties : Afficher N, U et V

fin

2/ Notons P, la proposition : « u, = —18,8 x 0,998 + 100 ».
Notons Q,, la proposition : « v, = 113,2 x 1,002™ — 50 ».
Initialisation (n = 0) :
up = 81,2 et —18,8 x 0,998 + 100 = —18,8 + 100 = 81, 2.
vo = 63,2 et 113,2 x 1,002° — 50 = 113,2 — 50 = 63, 2.
Donc les propositions Py et Qg sont vraies.

Hérédité : Soit n un entier quelconque dans IN. Supposons les propositions
P, et Q,, vraies et montrons que P, 11 et Q, 11 sont vraies. On sait que

Upt1 = 0,998 x u,, + 0,2
et par hypothése de récurrence, on sait que
Up = —18,8 x 0,998™ + 100
donc en remplagant, il vient :

Upi1 = 0,998(—18,8 x 0,998" + 100) + 0,2
= —18,8 x 0,998" ! + 99,8 4+ 0,2
= —18,8 x 0,998 4+ 100

donc P, 41 est vraie. De méme, on sait que
Upy1 = 1,002 x v, + 0,1
et par hypothese de récurrence, on sait que

vy = 113,2 x 1,002" — 50
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3/

donc en remplacant, il vient :

Vpy1 = 1,002(113,2 x 1,002™ — 50) + 0, 1
=113,2 x 1,002"*! — 50,1 +0,1
=113,2 x 1,002" ™! — 50

donc 9,41 est vraie. Ainsi, les propositions sont bien héréditaires.

Conclusion : D’apreés le principe de récurrence, les propositions P,, et Q,
sont vraies pour tout n dans N, a savoir : u,, = —18,8 x 0,998 + 100 et
v, = 113,2 x 1,002™ — 50.

Up — vy < 15 <= —18,8 x 0,998" < 113,2 x 1,002" — 135.

La présence du terme —135 empéche tout résolution algébrique via des
logarithmes népériens. Les formules démontrées & la question 2/ donnent
via une calculatrice ou un tableur w15 — v15 ~ 15,1 et u1g — vig ~ 14,9, ce
qui prouve que le rang de I’année recherchée est 16 et donc que la différence
entre la population de 1’Allemagne et celle de la France métropolitaine sera
inférieure & quinze millions a partir de 2026.

Réponse a la question C)

L’algorithmique prend une place de plus en plus importante dans les programmes
du secondaire. Une lecture minutieuse des programmes officiels et du document
ressource pour la classe de seconde est fortement recommandée lors de ’année de
préparation mais aussi rapidement le jour de l’oral (ces documents sont mis a la
disposition des candidats sous forme électronique).

Nous proposons les exercices suivants :

Exercice 2 page 193 : niveau terminale S.

Exercice 4 page 194 : niveau premiere S.

Exercice 14 page 201 : niveau seconde.

Exercice 15 page 202 : niveau terminale ES spécialité.

Exercice 16 page 203 : niveau terminale ES spécialité.

Propositions d’exercices issus des manuels scolaires :

Exercice 122 page 323 du manuel [12] : niveau terminale S.

Cet exercice définit le produit vectoriel de deux vecteurs de ’espace et
propose d’écrire un programme permettant d’obtenir les coordonnées du
produit vectoriel de deux vecteurs a partir des coordonnées de ces deux
vecteurs.
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Exercice 94 page 259 du manuel [8] : niveau terminale S.

Cet exercice propose de déterminer par deux méthodes différentes une valeur
approchée de 'intégrale d’une fonction dont une primitive n’est pas connue
en terminale puis de comparer les résultats obtenus avec le résultat exact
qu’on détermine en donnant finalement a I’éléve une expression algébrique
d’une primitive de la fonction considérée.

Exercice 107 page 59 du manuel [18] : niveau terminale S.

Cet exercice propose d’utiliser un algorithme pour conjecturer la limite d’une
suite. On démontre ensuite la conjecture par le calcul.

Le lecteur pourra également consulter avec profit le sujet n°13 page 82 et le sujet
n°19 page 113, sujets qui ont tous deux pour theme 'algorithmique.

Compléments sur ’exercice-jury

c1/

c2/

Les suites (uy,) et (v,) sont arithmético-géométriques. Il est indispensable
a tout candidat au CAPES de maitriser parfaitement la méthode générale
pour obtenir 'expression du terme général d’une telle suite en fonction de n,
bien que ce ne soit pas au programme de terminale scientifique. Soit (u,,) une
suite arithmético-géométrique : pour tout n dans N, on a up11 = au, + b
avec a # 1. On commence par résoudre ’équation x = ax + b et on note
= ﬁ son unique solution : c¢’est le point fixe de la fonction x — ax + b.
On consideére alors la suite auxiliaire (w,) définie par w, = u, — ¢ et on
montre facilement que (w,,) est géométrique. En effet :

Wpy1 = Ups1 — 4
=aup+b—1~
=a(w, +0)+b—1L
=aw, +al +b—1{

= aw,

puisque af + b = ¢. On obtient donc ’expression de w,, en fonction de n :
wy, = wo Xa™ et on en déduit 'expression de u,, en fonction de n. Ainsi, pour la
suite (uy,) de l'exercice-jury, la résolution de I’équation 2 = 0,998z+0, 2 donne
pour solution ¢ = 100. On pose w,, = u,, — 100. La suite (w,,) est géométrique
de raison a = 0,998 et de premier terme wy = ug— 100 = 81,2—100 = —18,8
donc w,, = —18,8x0,998" et u, = —18,8 x 0,998™ + 100, qui était la formule
a démontrer par récurrence.

Une question naturelle & se poser (et que les examinateurs n’ont pas manqué
de poser aux candidats) est de savoir pourquoi la boucle « tant que » s’arréte.

Un — vy, = —18,8 x 0,998" — 113,2 x 1,002" + 150

0,998 € ]—1;1[ donc lim 0,998" =0, puis lim —18,8 x 0,998" =0
n—-+00 n—+00
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1,002 > 1 donc liIE 1,002" = +o0, puis lim —113,2 x 1,002" = —0
n——+0o0

n—+00
D’ou lim (u, — v,) = —oo donc il existe un rang Ny dans N tel que pour
n—-+o0
tout n = Ny on a u, — v, < 15. Ainsi, la boucle « tant que » s’arréte.

C3/ Sur un tableur, on commence par saisir 81,2 dans la cellule A1 et 63,2 dans
la cellule B1. Ensuite, on saisit dans la cellule A2 la formule =0,998*A1+0,2,
on saisit dans la cellule B2 la formule =1,002*B1+0,1, et enfin, on saisit dans
la cellule B2 la formule =A1-B1. Il reste a « étirer » les formules dans les trois
colonnes.

A | B | C
B1.2 63,2 18
81,2376 63,4264 17,8112
B1,2751248 63,6532528  17,621872
81,31257455  63,88055931 17,43201524
81,3499494 64,10832042 17,24162898
81,3872495 64,33653707 17,05071244
B1,424475 B4,56521014 16,85026486
B1,46162605 64,79434056 16,66728549
81,4987028 65.02392924 16,47477356
10 | 81,5357034 65.2539771 16,2817283
11 | 81,57263398 65,48448505 16,08814893
12 | 81,60948872 65,71545402 15,89403469
13 | 81.64626974 6594688493 15,60938481
14 | 81,6829772 661787787 155041985
15 | 81.71961125 66,41113626 15,30847499
16 | 81.75617202 66,64395853 15,11221349
17 | 81.79265968 66,87724645 14,91541323
18 | 81.82907436 67,11100094 14,71807342
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