
�������� 	

��������� ��	
���������

��� ������	
 �

�� ����������� 	�
 ������� f �
 �
	� �������
� ��
��
� x 
 y� �����
 �	�

	� �	�
� Ω ⊂ R2�

�� ����
� �	
 �� ��	�
 �
� ������
� ����
��
�
∂f

∂x



∂f

∂y
�
 �� �������

f 
���
 �	 ���� a = (a1, a2) 
 �� ���	�
 ������
 ����
��
 
���
 ���� 	�

��������
 �
 a 
 
� �����	
 
� a� ����� �� ������� f 
� �����
�����
 
� a�

�� �	
 �
	��� �
����	
� �	 ���
�	 �
 �
 ������  

�� !	��
� �� �����
�������� �
 �� ������� �����
 �	� R2 ���

f(x, y) =

{
xy3

x4+y2
, (x, y) �= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

�

 ������� 
��
��
 �
 �����
 C1  
�� �"�
 �	
���� ��	� �� ������� �����
 �	� R2 ���

f(x, y) =

{
y2 sin x

y , y �= 0

0, y = 0

�� �"�
 �	
���� ��	� �� ������� �����
 �	� R2 ���

f(x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1

x sin
1
y , �� xy �= 0

0, �� xy = 0

♦ �������� # �� �� $��� �
�
 �
 ���������� �� �	����
 �	
 ��
� �� ������


����
��

∂f

∂y
�	� 
���
 �	 ���� a = (a1, a2) 
 ��� B(a, r)� r > 0� 	�
 ��	�


�	�
�
 �
���
 
� a� ���
�	
 ���� Ω %��������
 �
 a� 
 
��
 �	
 ���	�
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�� �������� 	 
 ��������� ��	
���������

������� 	
�������
∂f

∂x
����� ��� B(a, r) �� ��� �������� �� a� ���� 
����� �������

��� ���� ��� ��	������� �� ���������

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− h1
∂f

∂x
(a)− h2

∂f

∂y
(a)

‖h‖ = 0.

�� 


f(a+ h)− f(a) = f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2),

= f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2 + h2)

+f(a1, a2 + h2)− f(a1, a2).

�� ������
�� �� �������� ��� 
������������� ���� � ∃θ1, θ2 ∈]0, 1[� ���� ��� �

f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2 + h2) = h1
∂f

∂x1
(a1 + θ1h1, a2 + h2),

��

f(a1, a2 + h2)− f(a1, a2) = h2
∂f

∂x2
(a1, a2 + θ2h2),

�� � ����� 
���� 	��� h2 �= 0�

f(a+ h)− f(a)− h1
∂f

∂x
(a)− h2

∂f

∂y
(a) =

h1

(
∂f

∂x
(a1 + θ1h1, a2 + h2)− ∂f

∂x
(a1, a2)

)
+h2

(
∂f

∂y
(a1, a2 + θ2h2)− ∂f

∂y
(a1, a2)

)
.

!� 	������ ����� ����� 	
��������� ���� ���� "��� �� #
�� �� �
 ���������� ��
∂f

∂x
� !� ������� ����� ����� 	
��������� ���� 
���� ���� "��� �� ����� �� �


��������� ��
∂f

∂y
(a1, a2)� �� ��� ������ ��� �
 #������� f ��� ��$������
 �� 
�

	���� a�
 % �� ���
���� ���������� 
� ����
� �� �
 �������� ��&������ '
���� ���

����� 	��	���� �
�� (!��#
��� )� � *�������� ��$������
 ���� ����������� +
����
��� ,-� 		�-.&-/� 0��01% ��� �
�� �� �
� ����� #������� f(x, y) 2 ��� �
��
 ���
�
 ��������� ��3�
��� �� ��$������
 ����� �� ����� #������� �������� 2 ��������
�
 ���������� ����� ��� �������� 	
�������� �
�� 	
� ��� ��� 4 !
 ����������
�� ������ ��� �������� 	
�������� ���������� ��������� 	��� ������� ��� f ���
�� ��
��� C1� +
� 
������� ' ��� ��� ���
 ��
 	
�  �
����	 ����	���
��� ��
��
����� ��� �
 	��� 	
�� ��� �������� ��� ���� ��������� 2 �� ����
� ����������
��� #�������� 2 ��� �
��
 ��� 4%� �� ���� 
���� 
� ����
� �� �
 �������� ���

9782340-030220_001_384.indd   109782340-030220_001_384.indd   10 14/05/2019   11:5814/05/2019   11:58



��� ������	
 � ��

��� ������ �� 	���
���� ��������� ���
 �� ��� ����� ������� � ������
� ���


����� ��� �� ���������� �� ������� �� �������� ��� ��
���� ��
������

�� ��������� ��������� �� �������� ��
 
����
� � ��
����� ��
������

�� �� �	�
� ��������� 
��
������ �� ��
���� ��������� � z = f(x, y)�

�� ������� f ��� ���
������� ��
 R2\{(0, 0)} ����� ������� �� ��������

���
�������� ��
 R2\{(0, 0)} ���� �� ����������
 �� �������� ���� �� ����

���� �
���������� ��� � ���
	��� �� �

∂f

∂x
(x, y) =

y3(y2 − 3x4)

(x4 + y2)2
,

∂f

∂y
(x, y) =

xy2(3x4 + y2)

(x4 + y2)2
,

��

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= 0.

����� f ��� ��� ������� � ��� ��
�����! � ��"� ���� ����
#� �$ �� �
����


��� ����� �� ��� ��
���� ��
������ ��� ������� �� (0, 0)� �� �∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ ≤ (x4 + y2)1/4.(x4 + y2).3(x4 + y2)

(x4 + y2)2
= 3(x4 + y2)1/4,

��

lim
(x,y)→(0,0)

∂f

∂y
(x, y) = 0 =

∂f

∂y
(0, 0).

%#� ��
�! �� �������
∂f

∂y
��� ������� �� (0, 0) �� �� �� ����� ��� f ��� ���
���

����� �� (0, 0)� &�
 ����������! f ��� ���
������� ��
 R2� %��� ��� � �����
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�� �������� 	 
 ��������� ��	
���������

�� ����	
�� f ��	 � ������ C1 ��� �� ��
��� ���	
���� ∂f

∂x
(x, y) ��	 ����
 ���	
�

��� �� (0, 0)� ��
� �� ����	 ��� ���
�� � �� ���
��� ���� ���	��� ��� f ��	


�����	
�����

�� �� ����� �
������� ��������	� �� ������� �����	
�� � z = f(x, y)�

�� ����	
�� f ��	 
�����	
���� ��� R2\{(a, 0)}� a ∈ R� ����� ����
	 �	
�������� � ����	
��� 
�����	
������ �� �

∂f

∂x
(x, y) = y cos

x

y
,

∂f

∂y
(x, y) = 2y sin

x

y
− x cos

x

y
,

�	
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

 � ��	��� ∣∣∣∣∂f∂x (x, y)
∣∣∣∣ ≤ |y|,

�	

lim
(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) = 0 =

∂f

∂x
(0, 0),

�
��

∂f

∂x
��	 ���	
��� �� (0, 0)� !��� �� ����	
�� f ��	 
�����	
���� �� (0, 0)�

!� �"��� �� ����	
�� f ��	 
�����	
���� �� (a, 0)� a �= 0 ���
∂f

∂x
�	

∂f

∂y
�#
�	��	

�� ��
�	 (a, 0) $
∂f

∂x
(a, 0) =

∂f

∂y
(a, 0) = 0,

�	
∂f

∂x
��	 ���	
��� �� (a, 0) $

lim
(x,y)→(a,0)

∂f

∂x
(x, y) = 0 =

∂f

∂x
(a, 0).

9782340-030220_001_384.indd   129782340-030220_001_384.indd   12 14/05/2019   11:5814/05/2019   11:58



��� ������	
 � ��

������ �	
 ��	� 
 �
���
� ��� �� a �= 0� �� ������
 �����
��

∂f

∂y
(x, y) ��
��

��� �����	
 
� (a, 0) �	���	
 lim
(x,y)→(a,0)

∂f

∂y
(x, y) ��
����
 ���� �� ���	�����

�� ������� f 
�� �����
������
 �	� R2 ���� 
��
 ��
�� ��� �
 ����
 C1 �	� R2�

�� ��	�
 � �
���	� �
����
��
 �� ��������	��� �

∂f

∂y
�

�� �� ������� f 
�� �����	
 
� �����
������
 
� (x, y) ∈ R2 �! xy �= 0�
�� ������� f 
�� �����	
 �	� ������ (0, 0)� ( 1

kπ , 0) 
� (0, 1
kπ )� k ∈ Z∗� �� ��

� �
��
���
�
�� ��	� 
� �������

|f(x, y)| =
∣∣∣∣(x2 + y2) sin

1

x
sin

1

y

∣∣∣∣ ≤ |x2 + y2|,

|f(x, y)| =
∣∣∣∣(x2 + y2) sin

1

x
sin

1

y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(x2 + y2) sin
1

x

∣∣∣∣ ,
|f(x, y)| =

∣∣∣∣(x2 + y2) sin
1

x
sin

1

y

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(x2 + y2) sin
1

y

∣∣∣∣ ,

� lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0 = f(0, 0)� �� ������� f ��
�� ��� �����	
 �	� ������

(α, 0) 
� (0, α) �! α /∈ { 1
kπ : k ∈ Z∗} �� �� � �
��
���
�
�� ��	� 
� �������

lim
y→0

(
lim
x→α

(x2 + y2) sin
1

x
sin

1

y

)
��
����
 ���,

lim
x→0

(
lim
y→α

(x2 + y2) sin
1

x
sin

1

y

)
��
����
 ���.

"� 
� ���	�� �	
 f ��
�� ��� �����
������
 #�	���	�
��
 ��
�� ��� �����	
$ �	�

������ (α, 0) 
� (0, α) �! α /∈ { 1
kπ : k ∈ Z∗}� "� �

∂f

∂x
(x, y) = 2x sin

1

x
sin

1

y
−
(
x2 + y2

x2

)
cos

1

x
sin

1

y
,

∂f

∂y
(x, y) = 2y sin

1

x
sin

1

y
−
(
x2 + y2

y2

)
sin

1

x
cos

1

y
.
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�� �������� 	 
 ��������� ��	
���������

�� ����	 (0, 0)


∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0,

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= 0,

���	��	� ��������	
 ����� �� ������� ���	�����

∂f

∂x
(α, 0) = lim

h→0

f(α+ h, 0)− f(α, 0)

h
,

∂f

∂x
(0, α) = lim

h→0

f(0, α+ h)− f(0, α)

h
,

�����	��	 �� � α /∈ {0} ∪ { 1
kπ : k ∈ Z∗}
 �� �� ���	 ���� �	����� �� �	 �� ��

�	����� �� �����	��� ���� �	����� �� �������	������	� �� f �� ����	 (0, 0)� ���
����	 ( 1

kπ , 0) �	 (0,
1
kπ )
 �� ����	��� f ����	 �� ������� ���	����� ��� ����

���	 �� �������	����� �� �� ����	 ������

lim
(h,k)→(0,0)

h=k

ε(h, k)√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

h=k

f( 1
απ + h, k)− f( 1

απ , 0)− 0√
h2 + k2

,

�����	� ��
 �� ��� �������� ���

lim
(h,k)→(0,0)

ε(h, k)√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

f( 1
απ + h, k)− f( 1

απ , 0)− 0√
h2 + k2

�= 0.

��� �����	
� ��

�� �����	 E �� ����� ���	����� ���������
 f ���������	��� ������ �� E ���

x �−→‖ x ‖,

�	 g ���������	��� ������ �� E \ {0} ���

x �−→ x

‖ x ‖2 .

��  ��	��� ��� f ���	 �� �������	����� �� 0�
��  ��	��� ��� f �	 �������	����� �� E\{0} �	 ��	������� � �������	������
��  ��	��� ��� g �	 �������	����� �� E\{0} �	 ��	������� � �������	������
�� ���	 Mn(R) ��������� �� ��	���� n× n�  ��	��� ��� ���������	��� !

f : Mn(R) −→Mn(R), A �−→ Ap, p ∈ N∗,

�	 �������	����� �� 	��	 ����	 �	 ��	������� � �������	������
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��� �����	
� �� ��

�� ���� GLn(R) ��	
�	��	 �	� ������	� ������	 n �
�	����	�� ��
��	� ��	
������������
 �

f : GLn(R) −→ GLn(R), A �−→ A−1,

	�� �����	
����	 	
 ���� ���
� 	� ��	

∀(A,H) ∈ GLn(n,K)2, df(A)(H) = −A−1HA−1.

♦ �������� � �� �� ��
���
� ��	 f 
����	� ��� �	 ������	 �����
� ����
�	��	��� �� ���� �	 ��
�����	� �
 �	��	�� �
�����	 e� �� �� ������	 �	 f 	
 0
��
� �� ���	����
 e 	��

lim
h→0
h �=0

f(he)− f(0)

h
= lim

h→0
h �=0

|h|
h
,

	� �	��	 �����	 
�	����	 ����  �
� f 
�	�� ��� �����	
����	 	
 0�

� �
 � ‖x‖ =√〈x, x〉! �" 〈., .〉 ����#
	 �	 ������� �������	�  $� ����!
f(x+ h) = ‖x+ h‖ =

(‖x‖2 + 2‖x‖.‖h‖+ ‖h‖2) 1
2 ,

=
(‖x‖2 + 2〈x, h〉+ ‖h‖2) 1

2 ,

= ‖x‖
(
1 + 2

〈x, h〉
‖x‖2 +

‖h‖2
‖x‖2

) 1
2

,

= ‖x‖+ 〈x, h〉‖x‖ + o(‖h‖).

%�� ��
����	
�! f 	�� �����	
����	 ��� E \ {0} 	� �
 �

dfx(h) =
〈x, h〉
‖x‖ .

�� &
 �����

�
� ����	 ��'�	����! �
 ���	
�

g(x+ h) =
x+ h

‖x+ h‖2 =
x+ h

‖x‖2
(
1 + 2

〈x, h〉
‖x‖2 +

‖h‖2
‖x‖2

)−1

,

=
x+ h

‖x‖2
(
1− 2

〈x, h〉
‖x‖2 + o(‖h‖

)
,

= g(x) +
1

‖x‖2
(
h− 2

〈x, h〉x
‖x‖2

)
+ o(‖h‖).

 $� ����! g 	�� �����	
����	 ��� E \ {0} 	� �
 �

dgx(h) =
1

‖x‖2
(
h− 2

〈x, h〉x
‖x‖2

)
.
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�� �������� 	 
 ��������� ��	
���������

�� ����� ����	
��	�� ���� �������	���� ���� ��� ���
 �� 
����� C1� ��	�
A,B ∈Mn(R)� �� �

f(A+B) = (A+B)p = (A+B)(A+B) · · · (A+B), (p ��	�),

�����

f(A+B) = f(A) + dA(B) + o(‖B‖),
��

dfA : B �−→ BAp−1 +ABAp−2 + · · ·+Ap−1B =

p−1∑
k=0

AkBAp−k−1, (�	��	��).

�� ��� ���	�	��� A ∈ GLn(R) �	 �� ��������� �	 detA �= 0� ��	� Mn(R)
���������� ��� ����	
�� n × n� ������ ��� GLn(R) ��� �� �� ��� �� Mn(K)

�� GLn(R) = g−1(R∗) ��� ��	��!� �
	������ �� ���� ��� R∗ ��� ������	
��	��


���	���

g : A ∈Mn(R) �−→ detA.

"� ���
�	��

f : GLn(R) −→ GLn(R), A �−→ A−1,

��� 
���	��� #A−1 =
t(comA)
detA $� %������� ��� &

(A+H)−1 = A−1 + df(A)(H) + ε(H), lim
H→0
H �=0

ε(H)

‖H‖ = 0,

�� 
� ��	 �� 	��� �� �'���

(A+H)−1 −A−1 − (−A−1HA−1) = o(‖H‖).

(� �)��� �� �

(A+H)−1 −A−1 − (−A−1HA−1) =
(
(A+H)−1A− I

)
A−1 +A−1HA−1,

= (A+H)−1(A− (A+H))A−1 +A−1HA−1,

= −(A+H)−1HA−1 +A−1HA−1,

=
(−(A+H)−1 +A−1

)
HA−1,

�����

‖(A+H)−1 −A−1 − (−A−1HA−1)‖ ≤ ‖ − (A+H)−1 +A−1‖.‖H‖.‖A−1‖.
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