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Nombres premiers

L'essentiel du cours

Ala fin de ce chapitre je dois savoir :

[ décomposer un nombre entier en produit de facteurs premiers ;
4 simplifier une fraction pour la rendre irréductible ;

[ modéliser et résoudre des problémes mettant en jeu la divisibilité.

Nombres premiers

» 1.1. Rappels sur la division euclidienne

DEFINITION

Soient deux nombres a et b, entiers positifs avec b # 0.

La division euclidienne de a par b c’est trouver l'unique couple (g ; r) tel que
a=bxq+ravec0<r<b.

On rappelle que, a est le dividende, b le diviseur, g le quotient et r le reste.
EXEMPLE.

706 21
63 |33
76
63
13
706 est le dividende, 21 le diviseur, 33 le quotient et 13 le reste.
Ainsi 706 = 21 x 33 + 13.

VOCABULAIRE

Soient a et b deux nombres entiers positifs non nuls. On dira que :
e g estun multiplede b ;

e g est divisible par b ;

* b est un diviseur de a;

e bdivise g ;

s’il existe un nombre entier positif k tel que a =b x k. Ou encore, si le reste de la
division euclidienne de a par b est nul.
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EXEMPLES. 32 est un multiple de 4 car 32 =4 x 8 et 8 est un nombre entier.
5 est un diviseur de 50 car 50 =5 x 10 et 10 est un nombre entier.
Les diviseursde 12sont1;2;3;4;6;12.

Méthode pour poser une division euclidienne

1. Onrepére le diviseur, et le ou les premier(s) chiffre(s) en partant de la gauche du
dividende. Par combien faut-il multiplier le diviseur pour obtenir le plus grand
nombre inférieur ou égal au premier chiffre du dividende ? La réponse est le
premier chiffre du quotient.

2. Multiplie le diviseur par le chiffre que tu viens de trouver, écris la réponse sous
le ou les premier(s) chiffre(s) du dividende.

3. Soustrais-le ou les premier(s) chiffre(s) du dividende par le résultat de la
multiplication.

4. Descends le chiffre suivant du dividende a co6té du reste de la soustraction
précédente.

On a maintenant un nouveau nombre avec lequel il faut recommencer toutes les
étapes précédentes.

P CARTE MENTALE 1.1. Division euclidienne

1.2. Nombres premiers

DEFINITION

Un nombre premier est un nombre qui n’est divisible que par un et lui-méme.
Autrement dit, un nombre est premier s’il a uniquement deux diviseurs : un et lui-méme.

PROPRIETE

Il existe une infinité de nombres premiers.

Méthode

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, pour montrer que n est premier il suffit de

montrer que n n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal a \/;

EXEMPLE. Le nombre 151 est premier, car /151 ~ 12,3, et 151 n’est pas divisible par
2;3;5;7et1l.




1.1. Division euclidienne :(:.

Division euclidienne

Si le diviseur est a un chiffre, on « regarde » le premier chiffre du
dividende.
Si le diviseur est a deux chiffres, on « regarde » les deux premiers
chiffres du dividende.

Dans cet exemple, on se demande « dans 9 combien de fois 7 »,
on écrit donc 1 dans le quotient, et on soustrait 7 a 9.

On « descend » le second chiffre du dividende, a coté du reste de
la soustraction.

On se demande « dans 23 combien de fois 7 », on écrit donc 3
dans le quotient (apres le 1) et on soustrait 21 a 23 (car 3x7=21).

On « descend » le dernier chiffre du dividende, a c6té du reste de
la soustraction.

133

On se demande « dans 26 combien de fois 7 », on écrit donc 3
dans le quotient (apres le 13) et on soustrait 21 a 26.
Il reste donc 5.
En conclusion 936 =133 X 7+5




Liste des nombres premiers entre 1 et 100.

Remarques

0 n’est pas premier, il possede une infinité de diviseurs.

1 n’est pas premier, car il posséde un unique diviseur ; lui-méme.

2 est le seul nombre premier pair, car tous les autres nombres pairs sont divisibles par 2.

P CARTE MENTALE 1.2. Critéres de divisibilité

PROPRIETE

Chaque nombre peut se décomposer en produits de facteurs premiers. Cette décom-
position est unique, a 'ordre des facteurs prés.

EXEMPLES. 48 =2% x 3.
150 =2 x 3 x 5%

Pour décomposer un nombre en produits de facteurs premiers on peut utiliser la
calculatrice, ou un algorithme représenté sous forme de tableau.

La méthode avec la calculatrice ne sera pas détaillée ici, en effet il existe différentes
marques et modéles de calculatrices et je ne ferais de promotion pour aucune d’entre
elles. Ainsi je vous invite a vous référer a la notice de votre calculatrice, ou a deman-
der a votre professeur de mathématiques pour connaitre la méthode.
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Algorithme de décomposition

1. Trace une ligne verticale pour obtenir deux colonnes, dans la colonne de gauche
écris le nombre entier a décomposer.

2. Dans la colonne de droite, écris le plus petit nombre premier qui peut diviser
le nombre entier. Pour cela il faudra t’aider de tes criteres de divisibilité.

3. Dans la colonne de gauche, écris le quotient (résultat) de la division précédente.

4. Dans la colonne de droite, écris le plus petit nombre premier qui peut diviser
le quotient.

5. Dans la colonne de gauche, écris le nouveau quotient. Et ainsi de suite.

Il faudra répéter les étapes précédentes jusqu’a obtenir le chiffre un dans la
colonne de gauche.

EXEMPLE.
252 2
126 2
63 3
21 3
7 7
1 FIN

Donc 252 =22 x3%x 7.

D CARTE MENTALE 1.3. Nombres premiers

B3 Fraction irréductible

DEFINITION

Deux nombres sont dit premiers entre eux lorsque leur seul diviseur commun est un.

Méthode

Pour prouver que des nombres sont premiers entre eux, on peut écrire la liste
de leurs diviseurs et remarquer qu’il n’y a que le chiffre un en commun dans les
deux listes.

EXEMPLE. 18 et 35 sont premiers entre eux, car les diviseurs de 35sont1;5;7; 35
et les diviseurs de 18 sont1;2;3;6;9; 18.
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DEFINITION

Une fraction est dite irréductible lorsque son numérateur et son dénominateur sont
premiers entre eux.

Méthode 1

On peut simplifier la fraction en écrivant différentes égalités. On utilise les critéres
de divisibilité, et on cherche par quel nombre commun sont divisibles le numéra-
teur et le dénominateur.

48 48+2 24 24+2 12 12+3 4
EXEMPLE, —=— 2" _27"2 "2 _ -
36 36+2 18 18+2 9 9+3 3

Méthode 2

On cherche les diviseurs communs au numérateur et au dénominateur. Et on divise
par le plus grand diviseur commun (PGCD).

EXEMPLE. Les diviseursde 48 sont1;2;3;6;8;12;16; 24 ;48. Les diviseurs de 36
sont1;2;3;4;9;12;18;36.Doncle plus grand commun diviseur de 48 et 36 est 12.

48 _48+12 4
36 36+12 3
Méthode 3

Lorsque les nombres sont grands on utilisera plus efficacement la décomposition
en facteurs premiers.

1. On décompose le numérateur et le dénominateur en produits de facteurs
premiers.

2. Dans chaque décomposition on peut surligner tout ce qui est en commun, ce
qui représentera le plus grand diviseur commun des deux nombres.

3. On divise le numérateur et le dénominateur par ce plus grand diviseur.

567 , .
EXEMPLE. Mettre la fraction E sous forme irréductible.

567 =3x3%x3x3x7et450=2x3%x3x5x5. Le plus grand diviseur commun est donc 9.
567 _567+9 63
450 450+9 50

P CARTE MENTALE 1.4. Fractions irréductibles





