Chapitre

SUITES

1.1 Définitions. Convergence

Une suite numérique est une application de N (ou des fois N*) dans R (ou C). On la note

souvent (z,)nen au lieu de z : N — R (ou C), n — z,.

& La suite numérique (z,)n>0 converge vers [ si :
Ve>0, dN €N, VneN, m>N = |z, -1 <e¢).

& Si une suite (z,,)n>0 converge, alors sa limite est unique.

A Deux suites réelles (2, )n>0 €t (Yn)n>0 sont dites adjacentes si (xy)n>0 €st croissante,
(Yn)n>0 est décroissante et TLETOO(yn —x,) =0.

& Suite de Fibonacci : elle est définie par Fp = 0, F} = 1 et pourn > 2 : F, =
F,_1 + F,_o. Les premiers termes sont : 0,1,1,2,3,5,8,---. La forme générale est

donnée pour tout n € N par :

e L) ()]

Théoréme 1.1 Théoréme d’encadrement

Soient (Tn)n>0, (Yn)n>0 €t (2n)n>0 trois suites réelles telles que :
odNeN, VneN, >N = z, <yn < zn),
o (Tn)n>0 €t (2n)n>0 convergent vers la méme limite [.

Alors, la suite (yn)n>0 converge également vers la méme limite L. O
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Théoreme 1.2 Toute suite réelle croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. mi-
norée) est convergente. O

Théoréme 1.3 Si deuz suites réelles (Tn)n>0 €t (Yn)n>0 sont adjacentes, alors elles
sont convergentes et ont la méme limite. De plus, si | est la limite commune des deux
suites, alors on a :

Vn eN, Ty < Tpt1 <1< Ypy1 < Yn. O

Exemple 1.1 Déterminer la forme générale de la suite (x,)n>1 définie par z1 =1 et

{xnl +n si n est impair
By =

Tn—1+n—1 sin est pair.

Si on avait x, = z,_1 + n pour tout n, alors les termes de la suite seraient les nombres
triangulaires t,, = % Si on avait x, = x,_1 +n — 1 pour tout n, alors les termes de la

2
n_=n+2 Dans notre cas, on a plutdt :

suite seraient t,,_1 + 1 =

2
2 2
n®—n+2 n“+n
— < < .
2 =M=
NN n?+an+b ) _ n2+1
Tout laisse a penser que x,, = — S | Il est facile de deviner que z,, = 5 ,
en effet
2 2 2
n“+1 n—1*4+1 2n-1)+1 n—1)*+1 1
] - Byt ey ey
2 2 2 2 2
2
B {%J +(n—1) si n est pair
2
{%J +n si n est impair
Exemple 1.2 Soient ap > 0, ¢ > 0 et (an)n>0 la suite définie par
Vn €N, n+1 = an—|—c.
1 —anc
Est-il possible que les 2016 premiers termes ao, a1, - - ,a2015 soient tous strictement positifs, et
que a2016 < 07 |
Rappelons la formule trigonométrique :
tan o + tan 3

t = -~
anfa + ) 1 —tanatan g
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11 est facile de voir qu’on peut trouver des angles 0 < «, 3 < 90° tels que tan « > 0, tan(a+
B) >0, tan(a + 2015 8) > 0 alors que tan(a + 2016 3) < 0. 11 suffit de noter que si on
prend ap = tan« et ¢ = tan 3, alors a,, = tan(a + nf).

Exemple 1.3 Soit (zn)n>0 la suite définie par zo > 0, z1 > 0 et

1+.17 1
Vn >0, Tnyz = ———AL
Tn
Déterminer x2916. O
On a
142 o+ +1 1+ xg
To=——, Tg=———"—, Ty=——, T5=2=9 et zs=a1.
Zo ToT1 T

Donc la suite (z,,),>0 est périodique de période 5. Par conséquent, z2016 = 1.

Exemple 1.4 Soient ¢ € N* un carré parfait, ¢ = m?, et considérons la suite (z,),>0 définie par
0 =0, 71 =met

Vn € N7, Tn-1+Tni1 = qTn.
a® + b?

, ab+1
est un carré parfait. O

Soient a et b deux entiers strictement positifs tels que ab+ 1 divise a® 4 b%. Montrer que

La paire (x,y) = (a, b) est une solution entiere de I’équation 22 + 3% = q(zy + 1). Il suffit

de prendre z = x,, et y = x,,+1 pour déduire que :
2 2 _
z, + Tnt1 = 4 (xnxn+1 + 1) .

Le terme général de la suite (x5,),>0 est donné par :

w5 () - ()]

1
Exemple 1.5 Soit > 0 un nombre réel et considérons la fonction f définie par f(z) = e
Montrer que :
| F F,
1+ )+ FPQ) + -+ F(C.. f@) = =+ 2 4+ 2
—_ F,  F3 Frio

n fois

ou Fi = F» =1et Fpo = Fry1 + F pour n € N* (suite de Fibonacci). O
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Le résultat découle simplement du fait que :

f( Fn ) _ 1 _ FnJrl _ Fn+l
Fn+1

%ﬁ_l"’l B Fn+Fn+1 Fn+2.

2
Exemple 1.6 La suite (zn)n>1 est définie par z1 = 3 et

Tn

Vn>1 SR
e Il T S2n + Dan + 1

Calculer z1 + x2 + - -+ + 22016 0

2
Il est clair que z,, > 0 pour tout n € N*. On pose alors y, = —. Ona y; =3 et
x

n

Vn>1, Yn+t1 = 42n+1) + yn.
Par simple récurrence, on déduit de la relation ci-dessus que :
Vn>1, Yn = (2n—1)(2n+1).

Par conséquent,

2 2 1 1
T, = — = =

yn  Cn—1)@2n+1)  2n—1 2n+1

Finalement
2016

S = oL _ 4032
22" T 7T 4033 T 1033

Exemple 1.7 (Graham, Knuth, Patashnik)

Déterminer la forme générale de la suite (an)n>1 dont les premiers termes sont :
17 27 27 3) 37 33 47 4a 47 43 57 53 57 53 57 63

L’entier n apparait n fois consécutives dans la suite. a

On voit que le m-eme terme de la suite est égal a n exactement pour les m tels que :

n?—n n2+n
1 < < .
g Tl=m=s 5

Donc, la suite croit a la méme vitesse que la racine carrée de deux fois I'indice. On réécrit

2

I'inégalité ci-dessus comme n° —n + 2 < 2m < n? + n et on veut exprimer n en fonction
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2

de m. Comme m et n sont des entiers, I'inégalité est équivalente & : (notons que n® — n est

pair)

2 1 2 1
n —n—|—i < 2m < n +n+1.

En prenant la racine carrée on obtient :

1 1 1
nfi < V2m < n+§ c’est-a-dire n < \/2m+§ < n+1.

1
Ceci est possible si, et seulement si, n = {\/ 2m + §J’ ce qui donne la forme générale de la

suite :

1
ay = {\/Zn—i-ﬂ, n > 1.

Exemple 1.8 On définit la suite (zn)n>0 par 2o =0, z1 =1, z2 = 2, 3 = 6 et pour n > 0 :
Tn+4 = 2«rn+3 aF Tn+2 — 2$n+1 — Tn.

Montrer que pour tout n € N* on a : n|zn. O

Un calcul simple montre que x4 = 12, x5 = 25 et x4 = 48. On observe aussi que

Tyq

On reconnait les premiers termes de la suite de Fibonacci. On se propose de montrer par
récurrence que pour tout n > 1 on a : x,, = nF,. Le résultat est vrai pour les petites valeurs

de n. Maintenant :

Tpta = 2(n+3)Fhys+ (n+2)Fhye —2(n+ 1)Fy1 — nk,
= 2+ 3)Fpis + (n+2)Fpyo — 2(n+ 1) Fust — 1 (Fops — Foii)
= 2(n+3)Fui3+2F, 10— (n+2) (Fhys — Fuyo)
= (n+4)(Fogz+ Froy2) = (n+4)Fnqa.

Par suite, on a montré que n |z, pour tout n € N*.

Exemple 1.9 (Russie, 1995)

La suite (zn)n>o0 vérifie

1
VmZTLZO, Tmtn + Tm—n = §(x2m+x2n)~

Si x1 = 1, déterminer la forme générale de . O
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Les relations z,, + =, = %(mzm + x) et xom + 10 = %(.’Egm + T9,) impliquent que
Tom = 4@, et 2o = 0. On calcule 25 = 4, x4 = 16. De méme, 1 + x3 = 232 = 10 donne
23 = 9. On se propose de montrer, par récurrence, que x, = k% pour tout k € N*. Supposons
que x; = j2 pour tous les j < k et montrons que x, = k. En prenant m =k —let n =1

dans les relations de I'exemple on déduit que

1
T = 5 (ng,Q + Iz)kafg =20 1+2x1—Xp—o =2 (kQ — 2k + 1)+27 (k)Q — 4k + 4) = k2
En conclusion, on a montré que x, = n? pour tout n € N*.

Exemple 1.10 (Roumanie, 2012)

Soit (an)n>1 une suite d’entiers naturels telle que a, < n pour tout n € N* et

n—1
TAk
> —) = 0.
Vn > 2, Z cos ( - ) 0
k=1
Trouver la forme générale de la suite (an)n>1. O

Onaa; =1etcos (%) +cos (%) = 0 impliquent que a5 = 2. Montrons par récurrence

que a,, = n pour tout n € N*. Supposons que ay, = k pour k € [1,n—1], alors par les données
de l'exercice et I’hypothese de récurrence on a :

(ﬂan)
cos| —— | = —
n+1

n—1

Yoo (551):

=1

s L. T 9 Z_Zn+1 1+Z
On pose z = cos| —— ) +isin| —— ), ona z 4+ 2+ ---+ 2" = = .
n+1 n+1 1—2 1—2
1
Comme zZ = — alors
z
1 1 1
( +Z> = — R et par suite §Re( +Z> =0
1—2z 1—2z 1—=z

n

k a n

Par suite, E cos (—W> = 0. Des relations cos (W—") = cos (—W> et a, < n on
— n+1 n+1 n+1

conclut que a,, = n.
Exemple 1.11 Montrer que la seule suite infinie (an)n>1 de nombres réels strictement positifs

telle que :
Vn e N, ai+as+--+ay = (a1+ax+-+an)’

est la suite définie par a, = n pour tout n € N*. O
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On fait un raisonnement par récurrence. Pour k = 1 c’est vrai puisque a$ = a? et a; > 0
donnent a; = 1. Supposons que le résultat est vrai jusqu’au rang k, et montrons le au rang

k + 1. Par la condition de ’exercice et I’hypothese de récurrence on a :

P24k tady = 142+ +Ek+apn)
= 142+ +k)2+200+2+ -+ ka1 +ajy -

Par suite

k(k+1)

2
5 1 T Qg

apiy = 20+2+4 -+ k)ags +ap, = 2

En divisant par ag+1 # 0, on obtient aﬁH —ap+1 — k(k+1) = 0. L’équation du second
degré X2 — X — k(k + 1) = 0 admet comme racines —k et k + 1, et puisque axy; > 0 on
déduit que ai+1 = k + 1, ce qui termine la preuve par récurrence.

Exemple 1.12 (OIM, 1976)

5
La suite (un)n>0 est définie par up = 2, u1 = 3 et
Vn>1, Wi, = W (ui_l — 2) —ui.

Montrer que
2t (=)™

Vn e N, lun| =27 3

On calcule les cinq premiers termes de la suite :

1 1 1 1 1
=14+ - =24 = =8+ - =32+ — =2048 + ——.
] + 17 U1 + 23 us + 8; Ug + 327 us + 2048

On peut les écrire comme suit :

1 1 1 1 1 1
_ o0 __ ol __ 9l _ 93 _ 95 __oll
U0—2 +2—0, U1—2 +§, ’IL2—2 +2—1, U3—2 +§, U4—2 +§, U5—2 +ﬁ
On conjecture alors que

u, = 2/ 491 avec f(n) =

La conjecture est vraie pour n € [0, 5], montrons la par récurrence. Supposons que le résultat

est vrai jusqu’au rang n, et montrons le au rang n + 1. On a :

Unsr = (2000 42710 (22n=1) 4 9-20(n=D)) _ g

_ of+2f(n=1) | 9= f(W)+2f(n=1) 4 9f(M)=2f(n=1) | 9—f(m)=2f(n—1) _

2
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Par hypothese de récurrence on a

F) 4260~ 1) = 3 (2" = (-1 + 27— (1)1 2) = 2 (27— (-1
= fn+1),

Fn) — 2f(n—1) = % (27— (~1)" — 2" 4 (~1)"1 - 2) = % (~(~1)" + (~1)*1 . 2)
= () a1y = (1

. 5
Dol Uy yq = 27D L o=f(nd1) Lo 4 o1 5= 2f(n+1) 4 9=F(n+1) et la conjecture est
ainsi prouvée.
Comme 3 divise 2" — (—1)" alors f(n) est toujours un entier. Puisque 2~/ < 1, alors on

conclut que :

lun) = Pf(n) n fo(n)J _ 9fn) _ oF=UT
Exemple 1.13 (Russie, 1989)
Soit (an)n>1 une suite telle que :
Vm,n € N*, |am + an — Gmin| < ! .
m+n
Montrer que (an)n>1 €st une progression arithmétique. O
Pour k € N* fixé et m € N* quelconque on a :
Jams1 + < —— b ot < ——
a ap —a R — e a Qp+1 — @ _
m+1 k m+k+1 _m+k+1 m k+1 m—+k+1 _m+k—|—1
D’ou
{ )~ ( N ——— < 2
a —am) — (agy1 —a R — —.
m—+1 m k+1 k > m+k+1 m

Dong, la suite (am41 — am)m>1 converge et a pour limite (ax+1 — ag), et ce pour tout k € N.
Par conséquent :

Vm,n € N¥, Umt1 — Gm = Gpyl — An,
ce qui prouve que (ay),>1 est une progression arithmétique.
Exemple 1.14 On considére la suite (zn)n>1 définie par :
o = & et Tpien = \_\/Exnj , n> 1.

Déterminer tous les entiers n € N* tels que %, Tn+1 €t Tp42 forment une progression arithmé-

tique. O



