CHAPITRE I

Rappels d’analyse vectorielle

L'étude de l'électromagnétisme fait usage d'un certain nombre d'outils d'analyse vectorielle. L'objet de
cette partie du cours est de rappeler les expressions mathématiques de ces outils dans les systemes de

coordonnées couramment utilisés.

1. Notions fondamentales sur les vecteurs

Dans un repére directe ((él,éz,é_:}) de coordonnées orthogonales (cartésiennes, cylindriques ou

sphériques) deux vecteurs A et B s’écrivent sous la forme
;IZAIé]-FAZ é2+A3 é3 et B:Blé]-l-BZ é2+B3 é3
Dans ces conditions, on a

e  Somme et différence de deux vecteurs

(gié):(AIiB])éj-i-(Az iBz)éz +(A3 iB3)é3 (1)
e Produit scalaire de deux vecteurs
S=A-B=B-A= A;B;+ AyBy + 4383 = ‘;1‘ ‘E"cos@ [9 :angle (;IE’)] 2) A
. o
Si les normes ‘A‘ et ‘B‘ représentent des longueurs alors S est ‘ ;1‘ 050
la surface ‘;1‘ cose‘g‘ (cf. fig. 1). Fig. 1 Représentation graphique
du produit scalaire.
e  Produit vectoriel de deux vecteurs
é = ;1 XE = —B . ;1 = (AzB_g —A3Bz)é1 + (A_gBI - A]B3)é2 + (A132 —AzBI)é_g (38)
e e ¢| |AB3—4B)
éZJXE:AI AZ A3 = A3B]—A1B3 (3b)

B By Bj| |41By- 4B
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La direction et le sens du vecteur résultant C sont données par la régle du tire-bouchon de Maxwell
(fig. 2a). La rotation de la main droite se fait de vers 4 vers B et le pouce indique la direction et le
sens de C . Autrement dit, les trois vecteurs (?1,1?,5) forment un triédre direct.

Géométriquement, le module du vecteur C défini par

5 =|cl=|ix B =| |B[sino [p:angic (1.3] (30)

illustre la surface (fig. 2b) délimitée par ces deux vecteurs 4 et B .

Fig. 2 Représentation graphique du
produit vectoriel.

e  Produit mixte

C'est une opération mathématique, faisant intervenir trois vecteurs A, B et C , définie comme suit
§=4.(BxC) (4a)

Le produit mixte est invariant par permutation circulaire, autrement dit on peut écrire

Izl(éxé):é(gxé):é(éxg) (4b)
A A 4
A(BXC): B] BZ 33 (40)
¢ G G
Géométriquement, le produit mixte mesure le volume (fig. 3) Fig. 3 Volume illustrant
construit sur la base des trois vecteurs 4, Bet C . le p.roduit mixte.

¢ Double produit vectoriel

11 est défini par 1’expression

D =Ax(BxC)=(4-C)B-(i-B)c )
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o Dérivation de vecteurs

4(i5)-4B 54 (6a)
du du du
A (ixB)=Ax L s ™ (6b)
du du du

2. Systémes de coordonnées

Le systéme de coordonnées cartésiennes est généralement le plus connu et il est trés utile dans 1'étude
de mouvements rectilignes. Cependant, il existe des situations physiques (calcul du champ électrique
en électrostatique, magnétostatique, rayonnement des antennes...) ou l'utilisation de ce systéme s'avére
complexe. Il serait donc plus judicieux d’opter pour d'autres systémes de coordonnées. En
électromagnétisme, on utilise souvent les coordonnées polaires (en 2D), les coordonnées cylindriques
et sphériques en 3D.

2.1 Représentation a deux dimensions (2D).

11 s’agit des coordonnées cartésiennes (x, y) et polaires (r,0) illustrés par les figures 4a et 4b.

y y y
= 7
/ Pt | dS |dy
v 3 ¥ dx
o . x o % x 0 i x 0
(a) (b) © (d)

Fig. 4 Cordonnées cartésiennes et coordonnées sphériques.

a) Coordonnées cartésiennes

e Un pointM , du plan xy (fig. 4a) est défini par ses coordonnées (x, y) et on écrit M (x, y) ou
encore

szfﬁyj? (7a)

xet p sont les vecteurs unitaires associées aux axes xet y.

e Un champ scalaire UM)=U(x,y) (7b)
¢ Un champ de vecteurs F(M)=F(x,y)=F,(x,y)x+ F, (x,y)y (7¢)
e Elément déplacement dl =d %+d, (7d)

o Elément de surface (fig.4c) dS=d.d, (7e)
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b) Coordonnées polaires
En coordonnées polaires (fig. 4b), un point M est défini par les coordonnées(r,d). On écrit
M(r,0) ou OM=r7. 0<r<owet0<0<2r.

{x=rcos9 ;= ,x2+y2

avec (8a)
x=rsin@ 1g6=y/x

Les vecteurs unitaires (r, ) sont définis par

) $=cosOF—sin0
ou inversement (8b)

F=cos@x+sin6y
ﬁzsin€f+cos¢9é

O=—sinOx+cos0

¢ Un champ scalaire UM)=(r,6) (8¢c)
e Un champ de vecteurs F(M)=F(r,0)=F,(r,0)7 + Fy(r,0) 6 (8d)
e Elément déplacement dl =dri+rd66 (8e)
e Elément de surface (fig. 4d) dS=rdrdf (89

2.2 Représentation a trois dimensions (3D).

a) Coordonnées cartésiennes (x, yz) (fig. 5)
o Un point M de I’espace est défini par ses coordonnées (x,y,z) comme suit
O—M:?:x£+yﬁ+zé ou M(x,yz) . (9a)

X,y,Z : vecteurs unitaires associés respectivement aux axes x, y et z.

e Un champ scalaire U (M ) est définit U (x, V, z) (9b) Fig. 5. Coordonnées
cartésiennes.

e Unvecteur A4 est définit par ses composantes
Alx, y,z)=A,(x,y,2)x + 4, (x,3,2)p + 4, (x, y,2)2 (9¢)
e Elément de longueur: un déplacement infinitésimal du point M vers un point M’ (fig. 6a) s’écrit
MM’ =dl =dxi+d,j+dzz (9d)
o Un volume infinitésimal est un parallélépipede (fig. 6b) de volume

dr=dxd ,dz (9¢)
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dS, =dydz (x:fixé)
¢ Elément de surface (fig. 6b) ds, =dxdz (y:fix¢) (99)
dS, =dxdy (z:fixé)
z
z
M’ ds, = dxdy
I di <——dSy = dxdz
- dz >
dx dzz dx, Y
x dyy dy ] dS, = dydz
X
Fig. 6a Element de longueur. Fig. 6b Eléments de surface.
b) Coordonnées cylindriques (7,0,z)
e Un point M est localisé par les coordonnées (r,6,z) et on écrit ‘
z
OM =Om+mM=rr+zz (fig. 7a) (10a) "] 0
7
avec 0<r<w ;0<0<2r et —0<z<00 N
“loy
[2, 2 p Y
x=rcos0 r=4x"+y I
y % "
y=rsin6 g0 == (10b) Fig.7a. Coordonnées
* cylindriques.
z=Z z=z

e Champ scalaire U(M) est définit U(r, 0, z)
e Un champ de vecteurs ;l(r, 0, z) est défini par ses composantes
Ar,60,2)= 4,(r,0,2)F + Ag(r,0,2)0 + 4, (r,6,2)z

e Elément de longueur (fig. 7b)
dl =dri+rd06+dz2

e Elément de volume

dr= dr(m’ﬁ)dz =rdrdzd@

(10c)

(10d)

(10e)

(101)
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dS, =rd6dz (r:fixé)
e Elément de surface (fig. 7¢) dSy =drdz (0 :1ixé) (10g)
dS, =rdrd9 (z:fixé)

;

Fig. 7b Elément de longueur en

coordonnées cylindriques. Fig. 7c Eléments de surface en
coordonnées cylindriques.

e Transformation des coordonnées cartésiennes en coordonnées cylindriques et inversement

r cos@ sin @ 0\(x X cos6 —sin6 0\(r
O|=|-sin@ cos® 0| p| et |p|=|sin6 cos0 0l 6 (10h)
z 0 0 1)\ z z 0 0 1)\ z
¢) Coordonnées sphériques (7,8, ) (fig. 8a)
e Un point M est localisé par les coordonnées (7,60, ¢) z
OM =r7 (11a)
Champ scalaire  U(M ) =U(r,0,¢) (11b)

e Un vecteur A est définit par ses composantes Fig. 8a Coordonnées sphériques.

A(r,0.0)= 4,(r.0,0)7 + 45 (r.0.0)0 + 4,(r.0.0)p (11c)
e Elément de longueur : dl =dr7+rd00+rsinfdpp (11d)

e Volume élémentaire :  d7 = dr (rd6)(r sin 0 dg)=r? drsin0d0dg (11e)

o Surfaces élémentaires (fig. 8b)
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dS, =(rd0)(rsin0de)=r’ sin0d0dep (r:fixé)
dSg =dr(rsin@dp)=rdr sin@ dp (0 :fixé)
=dr(rd@)=rdrdd (¢ :fixé)

ds,

Fig. 8b Eléments de surface et volume élémentaire.

e Relations entre les coordonnées cartésiennes et sphériques

Les relations de passage des coordonnées cartésiennes en

(2 2 2
rPENX Ytz x=rsin@cose

2 2
+
1g0 = r Ty y=rsin@sin@
z=rcosf

gp=">
X

Formules de transformation

=

F sin@cosp sinfsing cosb

0 |=| cos Ocosp cosOsing —sinb |y
1) —sing cos @ 0 z
X sin@cosp cosOcosp —sing\ 7
3 |=| sinOsing cosOsing cosg | O
z cos 0 —sin@ 0 17

(119)

(11g)

(11h)

(11i)
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2.3 Elément d’angle solide

a) Angle solide élémentaire

" . . n_/dS
Par définition I’angle Eollde d{2 sous lequel on voit une uRa
surface élémentaire dS a partir d’un point O (fig. 8c) est 0 0 r 7
ds
do = 7S r= ﬁ (ﬁ . ,2): ﬁ cosa (12a) Fig. 8c Illustration d’un angle
2 2 2 solide élémentaire.

Dans le cas ou 1’élément de surface dS est pris sur une
sphére de centre O et de rayon r (fig. 8d), alors on a
n=r.Dans ces conditions, on obtient

dQ:d—fzsianngo (12b)
r
e Pour la Sphére enticre (espace entier), on a Fig. 8d Angle solide élémentaire

dans le cas d’une sphere.
2r e )
Q= de!) = J. j sin@d0@dep = 47 Stéradians.
0 0
Sphere

o Pour un demi-espace 0<0< 7 /2 et =2z Stéradians.

3. Gradient, divergence, rotationnel et laplacien
3.1 L’opérateur différentiel Nabla

L'opérateur différentiel vectoriel, notéV, est trés utile en analyse vectorielle. Il permet de déterminer
les notions de gradient, de la divergence, du rotationnel et du Laplacien de maniére simple et concise.
Cet opérateur, défini uniquement en coordonnées cartésiennes s’exprime comme suit

@—gaﬂﬁ%éé (13)
PP ™

11 peut étre appliqué, sous certaines conditions, a des fonctions scalaires ou vectorielles.

3.2 Gradient d’une fonction scalaire

Le gradient d’une fonction scalaire £(7), noté grad f(7) ou V£(7) est un vecteur défini par
df=Vf(F)-d (14a)

a) Coordonnées cartésiennes f(x,y,z)

gmdf(f)zﬁf(f):%m%yw%s (14b)



