
CHAPITRE I 

Rappels d’analyse vectorielle 

L'étude de l'électromagnétisme fait usage d'un certain nombre d'outils d'analyse vectorielle. L'objet de 
cette partie du cours est de rappeler les expressions mathématiques de ces outils dans les systèmes de 
coordonnées couramment utilisés.

1. Notions fondamentales sur les vecteurs 
Dans un repère directe ( 321 ê,ê,ê  de coordonnées orthogonales (cartésiennes, cylindriques ou 

sphériques) deux vecteurs A  et B s’écrivent sous la forme 

332211 êAêAêAA    et     332211 êBêBêBB

Dans ces conditions, on a 

Somme et différence de deux vecteurs

333222111 êBAêBAêBABA                                                               (1) 

Produit scalaire de deux vecteurs 

B,A:cosBABABABAABBAS 332211 angle       (2) 

Produit vectoriel de deux vecteurs 

312212311312332 êBABAêBABAêBABAABBAC                                (3a)
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Si les normes A et B  représentent des longueurs alors S est

la surface BcosA  (cf. fig. 1). 
cosA

A

B

Fig. 1 Représentation graphique  
 du produit scalaire. 
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La direction et le sens du vecteur résultant  C sont données par la règle du tire-bouchon de Maxwell 
(fig. 2a). La rotation de la main droite se fait de vers A  vers B   et le pouce indique la direction et le 
sens de C . Autrement dit, les trois vecteurs C,B,A  forment un trièdre direct.                                       

Géométriquement, le module du vecteur C  défini par  

B,A:sinBABACS angle                                                        (3c) 

illustre la surface (fig. 2b) délimitée par ces deux vecteurs A  et B  . 
   

    

Produit mixte 

C'est une opération mathématique, faisant intervenir trois vecteurs A , B  et C  , définie comme suit 

CBAS                                                                         (4a) 

Le produit mixte est invariant par permutation circulaire, autrement dit on peut écrire

ACBBACCBA                                                        (4b)

                                

321

321

321

CCC

BBB

AAA

CBA                       (4c) 

Géométriquement, le produit mixte mesure le volume (fig. 3)  
construit sur la base des trois vecteurs A , B et C .

Double produit vectoriel  

Il est défini par l’expression

CBABCACBAD                                                                    (5)   

C B

A
Fig. 3 Volume illustrant  
le produit mixte. 

Fig. 2 Représentation graphique du 
produit vectoriel. 
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Dérivation de vecteurs 

                                         
du
AdB

du
BdABA

du
d                                                                 (6a)

                                   
du
AdB

du
BdABA

du
d                                                                (6b) 

2. Systèmes de coordonnées
Le système de coordonnées cartésiennes est généralement le plus connu et il est très utile dans l'étude 
de mouvements rectilignes. Cependant, il existe des situations physiques (calcul du champ électrique 
en électrostatique, magnétostatique, rayonnement des antennes...) où l'utilisation de ce système s'avère 
complexe. Il serait donc plus judicieux d’opter pour d'autres systèmes de coordonnées. En 
électromagnétisme, on utilise souvent les coordonnées polaires (en 2D), les coordonnées cylindriques 
et sphériques en 3D.    

2.1 Représentation à deux dimensions (2D). 
Il s’agit des coordonnées cartésiennes y,x  et polaires ,r  illustrés par les figures 4a et 4b. 

a) Coordonnées cartésiennes 

Un point M , du plan xy  (fig. 4a) est défini par ses coordonnées y,x  et on écrit y,xM  ou 
encore  

ŷyx̂xOM                                                                       (7a) 

x̂ et ŷ  sont les vecteurs unitaires associées aux axes x et y .

Un champ scalaire                                 y,xUMU                                                                   (7b)

Un champ de vecteurs                       ŷy,xFx̂y,xFy,xFMF yx                                 (7c)

Elément déplacement                       ŷdx̂dld yx                                                                        (7d)

Elément de surface  (fig.4c)             yxdddS                                                                               ( 7e) 

Fig. 4 Cordonnées cartésiennes et coordonnées sphériques. 
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b) Coordonnées polaires 

En coordonnées polaires (fig. 4b), un point M est défini par les coordonnées ,r . On écrit 

,rM   ou r̂rOM . r0  et 20 .

sinrx

cosrx
   avec        

x/ytg

yxr 22
                                              (8a) 

Les vecteurs unitaires ˆ,r̂  sont définis par 

ŷcosx̂sinˆ

ŷsinx̂cosr̂
      ou inversement       

ˆcosr̂sinŷ

ˆsinr̂cosx̂
                      (8b) 

Un champ scalaire                                 ,rMU                                                                       (8c)

Un champ de vecteurs                  ˆ,rFr̂,rF,rFMF r                                     (8d)

Elément déplacement                           ˆrdr̂drld                                                                  (8e)

Elément de surface  (fig. 4d)                 ddrrdS                                                                      ( 8f) 

2.2 Représentation à trois dimensions (3D). 
a) Coordonnées cartésiennes zy,x (fig. 5)

Un vecteur A  est définit par ses composantes 

ẑz,y,xAŷz,y,xAx̂z,y,xAz,y,xA zyx                                            (9c) 

Elément de longueur: un déplacement infinitésimal du point M  vers un point M’ (fig. 6a) s’écrit        

ẑdzŷdx̂dxld'MM y                                                   (9d) 

Un volume infinitésimal est un parallélépipède (fig. 6b) de volume  

dzddxd y                                                             (9e) 

x

Un point M de l’espace est défini par ses coordonnées (x,y,z) comme suit 

ẑzŷyx̂xrOM  ou zy,xM .                               (9a) 

ẑ,ŷ,x̂  : vecteurs unitaires associés respectivement aux axes x, y et z.

Un champ scalaire MU  est définit z,y,xU                                 (9b) 

O

Fig. 5. Coordonnées  
cartésiennes. 
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Elément de surface   (fig. 6b)              

):z(dxdydS

):y(dxdzdS

):x(dydzdS

z

y

x

fixé

fixé

fixé

                                                      (9f) 

b) Coordonnées cylindriques ( z,,r )

Champ scalaire MU  est définit z,,rU                                                                                  (10c) 

Un champ de vecteurs z,,rA  est défini par ses composantes 

ẑz,,rAˆz,,rAr̂z,,rAz,,rA zr                                                         (10d)

   Elément de longueur (fig. 7b)         

ẑdzˆrdr̂drld                                                             (10e) 

   Elément de volume                          

rdrdzddzrddrd                                                       (10f) 

z

x

ydz
dx

Fig. 6b Eléments de surface. 
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dxdydSz

dxdzdSy

dydzdSx

z
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'M

M

Fig. 6a Elément de longueur. 

x̂dx

ŷdy

ld

zdz

Un point M est localisé par les coordonnées ( z,,r ) et on écrit

ẑzr̂rmMOmOM              (fig. 7a)                             (10a)

avec                    r0  ; 20  et z     

zz

sinry

cosrx

                                         

zz

x
ytg

yxr 22

                  (10b) Fig.7a. Coordonnées  
cylindriques. 
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ŷ

ˆ

m

z

ẑ
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Elément de surface    (fig. 7c)                

):z(rdrddS

):(drdzdS

):r(dzrddS

z

r

fixé

fixé

fixé

                                               (10g) 

Transformation des coordonnées cartésiennes en coordonnées cylindriques et inversement 

ẑ

ŷ

x̂

100

0cossin

0sincos

ẑ

ˆ

r̂

     et   

ẑ

ˆ

r̂

100

0cossin

0sincos

ẑ

ŷ

x̂

                    (10h) 

c) Coordonnées sphériques ( ,,r ) (fig. 8a)

Un point M est localisé par les coordonnées ( ,,r )

OM = r̂r                                                                 (11a) 

Champ scalaire   ,,rU)M(U                           (11b) 

r0 , 0  et  20

Un vecteur A  est définit par ses composantes 

ˆ,,rAˆ,,rAr̂,,rA,,rA r               (11c) 

   Elément de longueur :  ˆdsinrˆrdr̂drld     (11d) 

Volume élémentaire :    ddsindrrdsinrrddrd 2                                         (11e) 

Surfaces élémentaires (fig. 8b) 
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Fig. 7b Elément de longueur en 
coordonnées cylindriques. Fig. 7c Eléments de surface en 

coordonnées cylindriques. 
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Fig. 8a Coordonnées sphériques. 
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fixé

fixé

fixé

):(ddrrrddrdS

):(dsindrrdsinrdrdS

):r(ddsinrdsinrrddS 2
r

                                  (11f) 

          

Relations entre les coordonnées cartésiennes et sphériques 

Les relations de passage des coordonnées cartésiennes en  

x
ytg

z
yx

tg

zyxr
22

222

                                              

cosrz

sinsinry

cossinrx

                              (11g) 

Formules de transformation  

ẑ
ŷ
x̂

0cossin
sinsincoscoscos

cossinsincossin

ˆ

ˆ
r̂

                                        (11h)

ˆ

ˆ
r̂

0sincos
cossincossinsin
sincoscoscossin

ẑ
ŷ
x̂

                                         (11i) 

Fig. 8b Eléments de surface  et volume élémentaire. 
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2.3 Elément d’angle solide
a) Angle solide élémentaire 

4ddsind
0

2

0
Sphère

 Stéradians. 

Pour un demi-espace 2/0  et 2 Stéradians.  

3. Gradient, divergence, rotationnel et laplacien  
3. 1 L’opérateur différentiel Nabla
L'opérateur différentiel vectoriel, noté , est très utile en analyse vectorielle. Il permet de déterminer 
les notions de gradient, de la divergence, du rotationnel et du Laplacien de manière simple et concise. 
Cet opérateur, défini uniquement en coordonnées cartésiennes s’exprime comme suit

ẑ
z

ŷ
y

x̂
x

                                                                     (13) 

Il peut être appliqué, sous certaines conditions, à des fonctions scalaires ou vectorielles.  

3.2 Gradient d’une fonction scalaire 

Le gradient d’une fonction scalaire rf , noté rfgrad  ou rf  est un vecteur défini par  

ldrffd                                                                (14a) 

a) Coordonnées cartésiennes )z,y,x(f

ẑ
z
fŷ

y
fx̂

x
frfrfgrad                                                   (14b) 

Par définition l’angle solide d  sous lequel on voit une 
surface élémentaire Sd à partir d’un point O (fig. 8c) est  

cos
r
dSr̂n̂

r
dSr̂

r
Sdd

222
                      (12a) Fig. 8c Illustration d’un angle 

           solide élémentaire. 

d
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M
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r r̂
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O

Dans le cas ou l’élément de surface dS  est pris sur une 
sphère de centre O et de rayon r (fig. 8d), alors on a 

r̂n̂ . Dans ces conditions, on obtient 

ddsin
r
dSd

2
                     (12b) 

Pour la Sphère entière (espace entier), on a  Fig. 8d Angle solide élémentaire 
dans le cas d’une sphère.
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