Theme 1 - Vocabulaire ensembliste

[S1.1] Réunion et intersection de parties

Soient A, B deux parties d'un ensemble E.

On appelle réunion de A et B I’ensemble noté A U B, défini par :
AuB={z€E|z€Aouz e B}.

On appelle intersection de A et B ’ensemble noté A N B, défini par :
ANB={z€E|zc€Aetz e B}.

[S1.2] Propriétés de la réunion et de ’intersection

Soient A, B, C trois parties d’un ensemble E.
= AUBUC)=(AUB)UC etAN(BNC)=(ANB)NC.
= AU(BNC)=(AUB)N(AUuC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

[S1.3] Différence et complémentaire de parties

Soient A, B deux parties d'un ensemble F.

On appelle A privé de B ensemble noté A\ B, défini par :
A\B={z€E|zcAectz ¢ B}.

On appelle complémentaire de A dans E I'ensemble noté Cgz(A), défini par :
[:E(A):E\A:{xEE|x¢A}.

[S1.4] Propriétés de la différence et du complémentaire

Soient A, B deux parties d’un ensemble FE.
= Cp(Cp(a))=4.

v' Ces deux derniéres égalités sont appelées les lois de Morgan.

» ACB <= Cu(B)cCx(A).
= A\B=AnCgB).

[S1.5] Application injective

Soient E et F deux ensembles, f: F — F une application.
On dit que fest injective, si :
V(zy) € B2 (f(2)=f(y) = z=y).
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[S1.6] Application surjective

Soient E et F' deux ensembles, f : E — F une application.
On dit que fest surjective, si :
Vye F,3x € E, f(z)=1y.

[S1.7] Application bijective

Soient E et F deux ensembles, f : E — F une application.
On dit que f est bijective, si fest injective et surjective.
Dans ce cas, il existe une unique application notée f~': F — E appelée applica-
tion réciproque de f, qui vérifie :
foflt=Idp et flof=1dg.

v' On fera attention a la notation f!, dans ce cas elle désigne
I'application réciproque de f.Dans d'autre cas, elle désigne I'image
réciproque d'un ensemble.
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Theme 2 - Calculs algébriques

[S2.1] Définition de la somme et du produit d’une famille finie

Soient I un ensemble fini non vide et pour tout ¢ € I, a; € C (on dit que (a;),.; est
une famille de nombres indexée sur I ), alors on note :

Zai la somme des a; pour l'indice i parcourant I ;
i€l
H a; le produit des a; pour 'indice ¢ parcourant I.
icl

v' En pratique, l'ensemble I est souvent, pour m,n€Z , m<n
I'ensemble des entiers compris entre m et n, que I'on notera [m,n].

n
Dans ce cas, on notera pour simplifier Zai = Z a; .

el i=m
On procede de méme pour le produit.

v Si I = & alors par convention, on aura Z“i =0 et Hai =1.
icl iel

n n
En particulier, pour m,n € Z, m > n, Z a; =0 et H a; = 1.

i=m i=m

[S2.2] Quelques sommes & connaitre

Soient n € N et z € R, ona :

Zk n(n+1) ikgzn(n—l—l)@n—o—l)

6
S —1_xn+1 siz=1
Zl’k— 1—=2 .
k=0 n+1 siz=1

v' Cette derniére somme est appelée : somme géométrique.

[S2.3] Factorisation d’une différence de puissances

Soient n € IN et a,b € C, on a :

n—1
o' — " = (G o b)zakbnfkfl )
k=0
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[S2.4] Définition d’une somme double

Soit (zl) . une famille de nombres complexes, alors :
D /1<i,j<n
n n n n
DR E IR TSI ED DY B
1<i<n 1<i,j<n i=1j=1 j=li=1
1<jsn
n _J n_n
DL =YD m =) %
1<i<j<n j=1i=1 i=1j=i

[S2.5] Définition de la factorielle

Soit n € IN".
La factorielle de n est définie par :

n!:Hz‘:1><2><3><~~~><(n—1)><n.
i=1
Par convention, 0! =1.

[S2.6] Définition des coefficients binomiaux

Pour n € IN et k € Z, on appelle coefficient binomial ou k parmi n, noté <Z>, le

nombre :

n! »

0 sinon

v" Ce nombre est toujours un entier naturel.

[S2.7] Reégles de calculs avec les coefficients binomiaux

e Pour nelN :<g):17 (T):n’ (g):n(n{l).

e Symétrie :pour n€ Net k€Z :<n):< " )

k n—~k
e Formule de Pascal : rnelNet keZ : " + n _(ntl
u : pour n e A 1) = \ka1)

[S2.8] Formule du binéme

Soient n € IN et a,b € C, alors :

(a + b)n _ Z (Z) ak'bnfk )

k=0
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[S2.9] Définition d’un systéme linéaire d’équations

: * \ . 7 . 7 . N .
Soient n et p dans IN', un systéme linéaire de n équations a p inconnues est un

systeme (S) de la forme :

a1 + A19T9 + -+ A1 ply = bl
a1y + ATy + - + G9pT, = by

1T + ApoTo + -+ anpxp = bn

ot pour tout (7,7) € [1,n]x[1,p], a; € C,b; € C.
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Theme 3 - Nombres complexes et trigonométrie

[S3.1] Définition du module et d’un argument d’un nombre complexe

Soit z € C, et z = a + ib sa forme algébrique, avec a,b € R.
Le module de z est le nombre réel positif, défini par :

|z| = Va® + b,
Si de plus z est non nul, un argument de z est un réel 6 tel que :
& et sinf = i

[2] | ]

cosf =

Dans ce cas on note 6§ = Argz.

[S3.2] Propriétés du module d’un nombre complexe

Soient z, z;, 29 € C.
e |z|=0 < z=0.

o |z]> =2z, ot Z est le conjugué de z
v On rappelle que, si z = a +ib alors z = a — ib.

o |z + 20| <|z| +]22| (Inégalité triangulaire).

. ||z1| — |29 || < |z + 29| (Inégalité triangulaire inverse).
_ ans ag ot |zl Z LAl
o |z129| =|21]|22], et dans le cas ot 2y = 0 : = .
22 2]

[S3.3] Définition de la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Soit z € C".
La forme trigonométrique de z est :
z =|z|(cos(Argz) +isin(Argz)) = |z et Az,

[S3.4] Formules d’Euler

Soit # € R. Alors :

e’ = cosf +isinb,

ol | o i ' ol _ o0
————— et sinf = ————.

cosl = 5 on

[S3.5] Formule de Moivre

Vn € Z,¥0 € R, (cosf +isinf)" = cos(nf) + isin(nb).
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[S3.6] Reégles de calcul avec I’exponentielle complexe

Soient 6,0’ € R,n € Z.
o |eie| —1, :%:e—ie'

) nr . / e Y
eleeu‘) :€1(9+9)7 — ail? 9).

o (&) =eim

[S3.7] Définition et forme des racines n-iémes de I’unité

. *
Soit n € IN".
On dit que z € C est une racine n-iéme de 'unité si 2" = 1.
Soit U, I'ensemble des racines n-iétme de I'unité, alors :
2ikT
2iT

U, ={e" |ke[0,n—1]}
={w" |k €0,n—1]} en notant w =e" .

v' Pour n = 3, le nombre complexe e 3 est noté j, a ne pas confondre

avec cette notation en physique, qui désigne le nombre i. .

[S3.8] Formules de trigonométrie exigibles

Soient a,b € R.

e cos(a+0b)=cosacosb—sinasinb
cos(a —b) = cosacosb + sinasinb
sin(a +b) = sinacosb + sinbcosa
sin(a —b) = sinacosb — sinbcosa.

e cos(2a) = cos’a—sin’a
=2cos’a—1
=1-2sin’a.

e cosacosh = %(COS(&*I))‘FCOS((I‘F[]))

sinasinb:%<cos(a—b)—cos(a+b))
sinacosb:l<sin(a+b)+sin(a—b))
3 .
* tan(a+b)= 1tint(;rfattaal;bb
tan (a —b) — tana — tanb

" 1+ tanatanbd’
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Theéme 4 - Inégalités, fonctions usuelles de la
variable réelle a valeurs réelles

[S4.1] Définition de la valeur absolue

Soit z € R.
On appelle valeur absolue de z, le réel noté |z| défini par :

|x|*{ rzsiz >0
T l—zsiz <O

[S4.2] Propriétés de la valeur absolue

Soient z,y € R.

o |z[20, |-z[=]z], (z <|z] et —z<z]).

|z| =0 <= z=0.

|zy| = |z||y| et dansle cas ou x = 0, |%| = 7] et

Va2 = |z].

|z + y| <|z|+|y| appelé inégalité triangulaire.

[S4.3] Parties majorées, minorées, bornées

Soit F une partie de R.
e On dit que F est majorée, si :
IM e R,Vz € E,z < M.

Dans ce cas, on dit que M est un majorant de F.

e On dit que F est minorée, si :
dm e R,Vx € E,m < z.

Dans ce cas, on dit que m est un minorant de E.

e On dit que F est bornée, si E est a la fois minorée et majorée, autrement dit,
si:
dm, M e R,Vx e E,m <z < M,
ce qui en terme de valeur absolue, est équivalent a :
JdkeR,Vz € E,|z| < k.
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