Espaces vectoriels
de dimension finie

REPARTITION DES EXERCICES

Exercicesdeniveau 1 .......... ... ... . . . . i, 1.01 — 1.08
Exercices de niveau 2 ............ ... .. . .. 1.09 — 1.13
Pour aller plusloin . .......... ... . .. 1.14 — 1.15

I. ENONCES DES EXERCICES

On considere : H = {(x,y,2,t) € R*/x + 3y + 2 =0}
1°) Montrer que H est un s.e.v. de R%.
2°) Trouver une base de H.
3°) Déterminer deux s.e.v. supplémentaires de H dans R?.
&
On se place dans R? et on considere les quatre vecteurs :
vy = (1,1,-1),v3 = (1,2,4),v3 = (3, —1,a),vs = (2,3,0).
Déterminer a et b tels que : Vect{vy,va} = Vect{vs, v4}.
<&
Montrer que si (a, b, ¢) est une base de R3 alors (a+b+c,a+b,2a+b—c)
est une base de R3.
&

Onconsidere E = {(z,y,2,t) € R* Ja+y+z+t =0etx—y—2z = 0}.
Démontrer que E est un s.e.v. de R* et déterminer un supplémentaire F' de
E dans R%.
%
Soit n un entier naturel, on considere la famille (P;)o<;<, des polyndmes
définis par P, = (X — a)*(X — b)" %, ot a et b sont deux réels distincts.
Démontrer que (FPy, Py, ..., P,) est une base de R, [X].

%

On se place dans R? et on considere F' = {(x,y,2) € R®,z +y — 2 = 0}
etG = {(z,y,2) €ER32x —y— 2 =0}.
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1°) Montrer que F et G sont des s.e.v. de R? et déterminer leur dimension.
2°) Montrer que F + G = R3.
3°) F et G sont-ils supplémentaires dans R3 ?

&
Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels deux a deux distincts. On pose :
F ={P e R3[X]/ P(a) = P(b) = P(c) =0} et
G ={P € R3[X], P(d) = P'(d) = 0}.
1°) Montrer que F et G sont des s.e.v. de R3[X].
2°) Montrerque F + G = F ¢ G.
3°) Les s.e.v. F' et G sont-ils supplémentaires dans R3[X] ?
&

On se place dans R* et on considere les vecteurs : u; = (1,1,1, 1),
us = (1,-1,1,-1),us = (1,3,1,3), ug = (1,2,0,2), us = (1,2,1,2) et
ug = (3,1,3,1).

On note E; = Vect{uy, us,us}, Eo = Vect{uy, us, ug}.
1°) a) Montrer que la famille (u1, ug, u3) est liée et déterminer une relation
de dépendance entre u;, us et us.

b) En déduire une base de F.
2°) a) Déterminer une base de Fs.

b) Déterminer 4 réels a, b, ¢, d tels que :

(z,y,2,t) € By <= ax + by + cz + dt = 0.
¢) Déterminer un s.e.v. H supplémentaire de F» dans R*.

<&

Un exemple d’utilisation du théoréme de la base incompléte
On considere dans un K-espace vectoriel E les deux systemes de vecteurs :
S = (u1,ug,...,up) et 8" = (ug,ug,...,uy) extrait de S.
En utilisant le théoréme de la base incomplete démontrer que si rg S = r,
alorsrg S’ >r+p—n.

Soit n € N, on pose :
E,={feC>®R)/3IP R, [X],Vz R, f(x) = P(x)e”},et
E,={feC>R)/IPecR,[X],YVz R, f(x)=Px)e "}
1°) Démontrer que E, et F;, sont des s.e.v. de dimension finie et donner une
base de chacun d’eux.

2°) On pose G,, = E,, + F,. Déterminer la dimension de G/,.
&

On pose A = (i i) et on considere ’ensemble :
C={M e Ms(R),AM = MA}.

<&
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1°) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de My (R).
2°) a) Soit I, la matrice identité de M (R), montrer que Vect{ls, A} C C.

b) Soit B = (2 Z) e My(R).

Montrer que B € C' <= a = d et ¢ = 4b.
¢) En déduire que (I3, A) est une base de C'.

3°) a) Montrer que pour tout entier naturel p, il existe un unique couple de
réels (a,, Bp) tel que : AP = a, A + (,15. Donner les valeurs de o, o1,

ﬂ()? ﬂl-
b) Montrer que A? = 84 — 1215.
¢) Montrer que pour tout p, oy, 1 = 8y + Bp et Bpyr1 = —120y,.

d) En déduire les valeurs de v, 3, et de AP en fonction de p.

<&
1.12 | On se place dans I’espace vectoriel £ = R3[X] et on pose
F={PeE PX)=P-X)},
G={PeE,P0)=P(3)=P(4) =0}et
H={PecE,P33)=P(4) = P(5) =0}.
1°) Montrer que F,G et H sont des sous-espaces vectoriels de E et
déterminer la dimension de chacun.
2°) Montrerque £ = F & G @ H.
&
1.13| 1°) On considere dans R* les vecteursv; = (1,0,1, —1),v9 = (0,1,1, —2),
vy = (2,—3,—1,4) et on note F' = Vect{vy, va, v3}.
1°) Déterminer la dimension du s.e.v. F'.
2°) On considere les vecteurs u; = (1,1,1,1), us = (0,2,0, 3) et on note
G = Vect{u1, us}. Montrer que R* = F @ G.
3°) Soit H = {(x1, 72,73, 24) € R*, 21 + 29 + 23 + 74 = 0}.
a) Montrer que H est un s.e.v. de R* et déterminer sa dimension.
b) Déterminer dim(F' + H).
&
Exemple de supplémentaires
Soit E I’ensemble des applications f de R dans R de la forme :

Vo € R, f(z) = az.e?®® + be** + cx.e 2% 4+ de~2%, ot a, b, ¢, d sont des
nombres réels quelconques

1°) Démontrer que (£, +,.) est un espace vectoriel sur R.
2°) Déterminer une base de F.

3°) On note P I’ensemble des applications paires de E et I 1’ensemble des
applications impaires de F.
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a) Démontrer que P = Vect(h,k),ou h: R — R,z +— 2e?® — xe 2 et
E:R — R,z e?* 4 727,

b) Déterminer de méme une famille génératrice de I.

¢) En déduire une base de P et une base de /.

4°) Démontrerque : £ = P @ I.
%

1.15 | On considere une fonction ¢ continue sur R et on note E' I’ensemble des
fonctions f de classe C? sur R telles que :
Ve eR, f"(x) + ¢(x)f(x) =0.
1°) Montrer que E est un R-espace vectoriel.
On suppose que E contient une Jionction u qui ne s’annule en aucun point

PT 1 .

de R, et on pose v : x u(m)/o ) dt

2°) Montrer que v € E. Prouver alors que la dimension E est supérieure ou
égale a 2.

On admettra dans la suite que dim £ = 2.

3°) Pour f, g éléments de F, pour tout réel x, on pose :
Or9(x) = f(2)g'(x) — f'(x)g(x).
a) Montrer que ¢ 4 est une fonction constante.
On pose alors W (f, g) = 65 4(0).
b) Montrer que W (f, g) = 0 si et seulement si f et g sont liées.
4°) a) Montrer qu’un élément f de E qui ne s’annule pas sur R est de la
forme : f(z) = cexp(h(x)), avec ¢ € {—1,1} et avec h de classe C? qui
vérifie : Vo € R, b (z) + (W' (x))% + p(x) = 0.
b) Déterminer tous les éléments de E qui vérifient :
Vo eR, f(z) = (1+22)f(x).

I1. INDICATIONS

1) Rappels des principales méthodes d’étude

(d Un espace vectoriel admettant une famille génératrice finie est dit de dimension
finie. Un tel espace admet toujours des bases et elles ont toutes le méme cardinal,
appelé dimension de I’espace.

Soit F un K-e.v. de dimension finie n, alors on a : B base de I <= B est libre et
card B = n <= B est génératrice et card B = n.

(d Si F' est un s.e.v. de F un K-e.v. de dimension finie, alors F' est de dimension
finie et dim F' < dim . De plus si dim F' = dim F alors F' = E.

1 Soient £ un K-e.v. et (uy,us, . ..., u,) une famille de vecteurs de E, on appelle
rang (noté rg) de cette famille I’entier naturel défini par :

rg(u, ..., u,) = dim Vect(uy, ug, ..., uy).
Si E est de dimension n, alors :
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rg(ug, ..., up) =n <= (uq,...,uy,) est une base de E.
Le rang d’une famille de vecteurs est inchangé quand on ajoute a un des vecteurs
de la famille une combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille.

 Soient F' et G deux s.e.v. de E/ un K-e.v. on appelle somme de F' et G le s.e.v.
de E,noté F + G définipar F + G = {zp + z¢, (zr,zc) € F x G}.
On dit que la somme est directe etonnote F' + G = F ¢ G, si FNG = {0g},
et dans le cas oul F' & G = E, on dit que F' et GG sont deux s.e.v. supplémentaires
dans E. On a les équivalences suivantes :
E = F @ G <= tout vecteur de E se décompose de maniere unique en la somme
d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.
Dans le cas ou F est de dimension finie, on a aussi :
E=Fo(G<+=FE=F+GetdimFE =dimF +dimCG
< FNG={0g}etdimFE =dim F +dim G

<= la réunion d’une base de F' et d’une base de GG est une base de
1 Soient F1y,...,F), des s.e.v. de E un K-e.v., on appelle somme des s.e.v.
Fyi,...,F,les.e.v.de Enoté Fy + F5 + --- + F), défini par

i+ 4+ F={x1+zo+ - +axp,2, € F;,1 <i<p}

On dit que la somme F + F5 + - - - + I}, est directe et on la note F'y @ - - - @ F),, si
tout vecteur de I + F5 + - - - + F}, se décompose de maniére unique en la somme

de vecteurs de I, Fy, ..., F,. On a la caractérisation suivante :

p D p

ZFz: @Fi<:>v<$1,$2,...,(l?p) €EFy X Fyx--- XFp, ZJZ’Z:OE -
=1 =1 =1

I :.TQ:"'::UPZOE

Dans le cas ou les F; sont de dimension finie, on a :

P P P
> F; = @ F; <= laréunion de bases de chaque F; donne une base de > F;.
i=1 i=1 i=1
(3 1 » » (]
Onaaussi:dim @ F; = ) dim F;.

i=1 i=1
(4 Formule de Grassmann : soit & un K-e.v. et F, G deux s.e.v de F de dimension
finie, on a: dim(F' + G) = dim F' 4+ dim G — dim(F N G).

2) Indications spécifiques a chaque exercice
1.01. Les supplémentaires de H (= hyperplan) sont les droites non incluses dans H.

1.02. Montrer d’abord que ces deux espaces sont de dimension 2, voir ensuite a quelles
conditions v et v, appartiennent & Vect(vy, vs).

1.03. 11 suffit de montrer que (a + b+ ¢, a + b, 2a + b — c) est une famille libre de vecteurs
de R3.

1.04. On peut commencer par déterminer la dimension de F.

1.05. Considérer une éventuelle relation de dépendance.

1.06. 2) Considérer une famille génératrice de F' + G. 3) Raisonner a I’aide des dimensions.
1.07. Regardez les dimensions . . .

1.08. 2) b) Traduire I’appartenance a E, a I’aide de la famille génératrice donnée.
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1.09. Soit 7' = rg S’, dans le cas ol v > 1’/ et p > 7/, si on compléte (uy,...,uy) par
V1, ..., Up_ pour obtenir une base de £/, on montrera que
Vect(vy, ..., Up_p) C Vect(Upit, - - -, Un).

k. —x

1.10. On peut considérer les fonctions f, : z — xz*e® et gy, : © — zFe™®.

1.11. 3) Appliquer le principe de récurrence et utiliser la notion de suite récurrente linéaire. . .

1.13. Appliquer la formule de Grassmann
1.14. 4) On montrera que P N I = {0} et on raisonnera a I’aide des dimensions.

1.15. 3) b) raisonner par contraposée en exprimant u, v sur la base (f, g). 4) b) Choisir h
telle que A" = 1.

III. CORRIGES DETAILLES DES EXERCICES

Corrigé 1.01

1°) (z,y,2,t) € H <= z = —x — 3y, donc :
H = {(x,y,—x — 3y,t) € R, (z,y,t) € R?}
={z(1,0,-1,0) + y(0,1,-3,0) + ¢(0,0,0,1)} = Vect(u, v, w), avec :
u=(1,0,—-1,0),v =(0,1,-3,0),w = (0,0,0,1)
c’est donc bien un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de R*.
2°) D’apres ce qui précede, la famille (u, v, w) est une famille génératrice de H. 1l
suffit de montrer qu’elle est libre.
Soit (o, 8,7) € R3:
au+ v+ yw = (0,0,0,0) <= (o, B, —a — 33,7) = (0,0,0,0), ce qui donne
aisément o = § =~ = 0.
Ainsi le triplet (u, v, w) est une base de H et donc dim H = 3.
3°) Comme dimR* = 4 et dim H = 3, tout s.e.v. supplémentaire D de H dans
R* est de dimension 1 eton a:

R'=H®D < [dimD =1etDNH = {0}] <= [dimD =1letD ¢ H|
On partdonc d’un vecteur n’appartenant pas a H etles droites D, = Vect(1,0,0,0),
Dy = Vect(0,1,0,0) conviennent parfaitement (mais vous avez une infinité de
choix !)

Corrigé 1.02

% On remarque que (v1,v2) est une famille libre de R3, ainsi que (v3,v4) (car les
coordonnées sont non proportionnelles), donc :

dim Vect(vy,v2) = dim Vect(vs, vq) = 2
Par conséquent :
Vect(v1, v2) = Vect(vs, v4) <= Vect(vs,vq) C Vect(vy,v2)
<= v3 € Vect(vy, v2) et vy € Vect(vy, v2)
* Déterminons une équation du plan vectoriel Vect(vy,vs) :
u = (z,y,2) € Vect(vy,v2) <= I(a, B) € R2, u = av;, + By
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r=a+ 3 B=y—=x
@3(@,5)61&2,{3/:04—1—26 @3(&,5)61&2,{04:230—3/
z=—a+40 z = —6x + by

Par conséquent u = (z,y, z) € Vect(v1,vs) <= —6z + 5y — z = 0.

*vg = (3,—1,a) € Vect(vy,v2) <= —18 =5 —a =0 <= a = —23.
*vg = (2,3,b) € Vect(vy,v2) <= —124+15—-b=0<= b= 3.

Ainsi, la réponse est : | (a,b) = (—23,3)

Corrigé 1.03

Soit (v, 3,7) € R3tel que (@ + b+ ¢) + B(a+b) +v(2a +b—c) = 0.
Ceci s’écrit: (a+ S+ 2v)a+ (o + B+ 7)b+ (o —v)c = 0.
Comme la famille (a, b, ¢) est libre, on en déduit :

a+08+2y=0 a+08+2y=0
a+ B+~v=0 ouencore =0 ,soita=0=~v=0.

Donc (a + b+ ¢,a + b,2a + b — ¢) est libre dans R3.
Composée de trois vecteurs dans un espace de dimension 3, on en déduit que c’est
une base de R3.

Corrigé 1.04
r+y+z+t=0 r+y+z+t=0
Ona: (fﬁ%“)eE‘:’{x— —2:=0 ‘:’{—Zy—zaz—t:o
y=3(-32-1)
x:%(z—t)

Ainsi:E:{ Le-v), l(—3z—t),z,t),(z,t)eR2}
—{ -3,2,0) ( 1,-1,0,2),(z,t) € R?}

Les deux vecteurs u = (1, 3,2,0) etv = (—1,—1,0,2) étant clairement non
colinéaires, ils forment une base de E, qui est de dimension 2.

On a choisi pour inconnues principales et y, donc pour inconnues secondaires
les paramétres z et ¢. Il est alors facile de voir que les vecteurs v’ = (0,0, 1,0) et
v’ = (0,0,0,1) sont tels que (u,v,u’,v") est une base de R* (il suffit d’écrire
une combinaison linéaire nulle de ces quatre vecteurs et le systtme se résout
mentalement).

F = Vect(u’,v") est un supplémentaire de E dans R*

Corrigé 1.05

* Supposons la famille (Py,...,P,) liée. Il existe alors des nombres réels
A1, ..., Apnon tous nuls tels que :

MPL+H P+ -+ AP, =0



12 Chapitre 01

Comme les scalaires ne sont pas tous nuls, on peut considérer le plus petit des
indices ¢ tels que A\; # 0.
Soit £ cet indice, la relation se réduit a :
AP+ M1 Py + -+ APy =0
soit :

M (X —a)F (X =b)" " Fp Ny 1 (X —a) TN X =b)" k1 A (X —a)” =0
ou encore :

(X —a)k (/\k(X—b)”_k—i-)\kH (X —a)(X—-b)n k1. -+)\n(X—a)”_k) =0
Comme (X — a)* n’est pas le polyndme nul, on peut simplifier et il reste :

M(X =) A1 (X —a)(X =b)" P N (X —a)" k=0
En substituant maintenant 2 X la valeur q, il reste A\i(a — b)* = 0, et comme
b # a, on obtient \;, = 0.

Ce résultat est contradictoire avec notre hypothése et donc il n’existe pas de
combinaison linéaire nulle des polynémes P, ..., P, qui soit non triviale. Ceci
prouve que la famille (P, ..., P,) est libre.

* Comme cette famille libre est composée de n + 1 polynomes de R,,[X], espace
vectoriel de dimension n + 1, c’est une base de cet espace.

[Noter la technique utilisée pour éviter d’avoir a mettre en place une récurrence : onraisonne
par contraposée et on se place au début des problemes : on démontre alors que le premier
probleme rencontré n’est pas un probleme . . .

il n’y a donc pas de probleme ! Méditez quelques instants sur ce procédé.]

Corrigé 1.06

1°) F' a pour équation z = x + y, donc :
F={(z,y,z +y) € R3 (x,y) € R*} = Vect{(1,0,1),(0,1,1)},
ainsi F est un s.e.v. de R3. De plus comme les deux vecteurs u = (1,0, 1) et
v = (0,1, 1) ne sont pas colinéaires, la famille (u, v) est libre : libre et génératrice
(u,v) est une base de F' et dim F' = 2.
On raisonne de méme pour G :
G ={(z,y,2x —y) € R3 (z,y) € R?*} = Vect{(1,0,2), (0,1, —1)}.
Les vecteurs v’ = (1,0,2) et v’ = (0,1, —1) ne sont pas colinéaires, ils forment
une base de G et dim G = 2.
2°) Une famille génératrice de I’ + G est obtenue par juxtaposition (les matheux
aiment bien dire « concaténation » c’est plus class) d’une famille génératrice de F
et d’une famille génératrice de G, ainsi, si on note (i, 7, k) la base canonique de
R3, il vient 4 ’aide de manipulations élémentaires :

F + G = Vect{u,v,u',v'} = Vect{u,v +v',2u —u/,v'}

= Vect{i + k,2j,i,7 — k} = Vect{i, j, k} = R3.

3°) On a dimF + dimG = 4 # dimR?® : F et G ne peuvent pas étre
supplémentaires dans R3.
On peut méme étre un peu plus précis : la formule de Grassmann donne :



