CHAPITRE I

ECHANTILLONNAGE

A - | Rappels de cours

1. Lois de probabilités
1.1 Définitions et caractérisations

Les principales lois de probabilités, leurs conditions de validité, et leurs parametres
représentatifs sont rappelées dans le tableau ci-dessous:

Loi

Nature

Définition

Caractérisation

E(X)

Var(X)

BERNOULLI

Discrete

Variable
indicatrice
d’un caractere
au cours de n

épreuves de
BERNOULLI

*)

Valeurs : {0,1}

Prob(X =0)=gq
Prob(X =1)=p

p

q

Binomiale

B(n,p)

Discréte

Occurrence
d’un caractere
au cours de n

épreuves de
BERNOULLI
indépendantes

Valeurs : {0,1,2....,n}

Prob(X =x)=C p*q"™"

n.p

n.p.q

Hypergéométrique

Discréte

Occurrence
d’un caractere
au cours de n

épreuves de
BERNOULLI

dépendantes
(a savoir le tirage
sans remise d’un

échantillon de
taille n dans une

population de
taille N)

Valeurs : {0,1,2....,n}

X n—x
Cy,Cy,

n
N

Prob(X =x) =

n.p

POISSON
P(a)

Discrete

Occurrence
des
événements
relativement
rares

Valeurs : N

X

Prob(X =x)= e &
x!

(*) Pour rappel, I’épreuve de BERNOULLI est une épreuve dans laquelle, seuls sont possibles, les résultats

C (avec la probabilité p) et E (avec la probabilité complémentaire ¢ =1— p).
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Loi

Nature

Définition

Caractérisation

E(X)

Var(X)

Géométrique

Discréte

Nombre de
tentatives
nécessaires
jusqu’a
I’obtention du
caractere C a
travers des

épreuves de
BERNOULLI
indépendantes

Valeurs : N
Prob(X =x)=q¢""'.p

1

p

q

2

p

Binomiale
négative

Discréte

Nombre de
tentatives
jusqu’a
I’obtention r
fois d’un
caractere C a
travers des

épreuves de
BERNOULLI
indépendantes

Valeurs : [r,+o0]

Prob(X =x)=C/p".q""

SR

.
IR

S|

Uniforme

U

Continue

Probabilité
uniforme sur

[a.5]

Valeurs :[a,b]

1
b—a

f(x)= l[a,b] (x)

(b-ay’
12

Exponentielle

Continue

Caractéristique
des durées de
vie des
équipements
qui ne
vieillissent pas
(loi « sans
mémoire »)

Valeurs : R*
f(x)=Ae ™"

> —

Gamma n

Continue

Loidela
somme de n
variables
aléatoires
exponentielles
indépendantes

Valeurs : R*

- A e !
f(x) Tl

>

Normale

N(m,o)

Continue

Loi
« universelle »
vers laquelle
convergent une
large part des
autres lois

Valeurs : R

(x-m)’

)= =

o2n’

(tables de valeurs en
annexes)
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Loi Nature Définition Caractérisation E(X) | Var(X)
Chi-deux | Continue Loi de la Valeurs : R* n 2n
2’ (n) somme » X/ nyox
i=1 f(x)— x2 e?
oules X, sont T
) 221(2)
des variables 2
1 oo
normases, avec I'(n) :J. e dt
centrées, 0
réduites, et (tables de valeurs en
indépendantes annexes)
STUDENT | Continue Loi de Valeurs : R 0 n
T(n) T:L n+l PR 2] f_1>} n—2
Y [(—).(1+=) 2 | (inde- n>2
Y f(x)= 2 n termi- (infinie
¢ <2
ot X est vn.z -F(g) 1;10e§r pourn=2)
normale n=1)
cent{ee redulte (tables de valeurs en
et ou Y suit la
) annexes)
loi du
chi -deux
% (n)

FISHER | Continue Loi de Valeurs : R* p Voir
SNEDECOR )7 E renvoi (¥)
F(nap) F= Y—n ou X 5 g n+p g,l p=2 Cl1-

n*.p*I(——)x dessous.
p f(0)= T
. " )
etY suivent r(Hrd).(x+p) 2
respectivement 2 2
1625 lois (tables de valeurs en
X (n)et annexes)
2’ (p)
2.(n+p-2
(*) La variance de la loi de FISHER SNEDECOR est égale a ( P ). (ntp=2) pour p>4.

1.2 Propriétés de convergence

p—2 n(p—4)

o Le théoréme central limite tient une place fondamentale dans la justification desdites
convergences. Pour rappel, son énoncé est le suivant :

Soit X, ,neN,une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi

i=n

d’espérance m et de variance o’ finies. Alors, la somme Z :ZX . converge pour n

i=1

assez grand (en pratique a partir de n=30) vers la loi normale de moyenne n.m et

d’écart -type oxln.
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o Sur un plan plus général, les lois de probabilités mentionnées dans le paragraphe

précédent satisfont a un ensemble de convergences, essentielles pour les applications en
statistique, et qui s’énoncent comme suit :

- La loi hypergéométrique converge, pour N grand, vers la loi binomiale
B(n, p) (condition le plus souvent satisfaite dés lors qu’on est amené a pratiquer un
sondage).

. o N
Pratiquement, cette convergence est satisfaite pour — >10.
n

- La loi binomiale B(n, p) converge, pour n assez grand et p ni trop voisin de 1 ni de 0
vers la loi normale N(m=n.p,c° =n.p.q).

C’est le théoréme de MOIVRE- LAPLACE qui résulte de I’application du théoréme central
limite au cas particulier de la somme de n variables aléatoires de BERNOULLI indépendantes.

Au plan pratique, plusieurs conditions de validité de cette convergence sont applicables. On
peut retenir entre autres, n>30 et n.p>5 et ng>5, ou, n=>30 et n.p>15 et

np.gq>=>5.

- Laloi binomiale B(n, p) converge, pour n assez grand, et p faible (ou voisin de 1) vers
la loi de POISSON de parameétre a =n.p.

Au plan pratique, on peut citer, entre autres, la condition n>30 et p <0,1 et n.p <15.

- Laloi de POISSON de paramétre a converge, pour n assez grand, vers la loi normale
N(m=a,0° =a).

Au plan pratique, la convergence en question devient satisfaisante dés que a > 15.

- La loi de STUDENT, T'(n), converge, pour n assez grand, vers la loi normale centrée
réduite N(0,1).

Au plan pratique, cette approximation devient satisfaisante dés que n > 30.

- La loi du chi-deux, y°(n), converge, pour n assez grand, vers la loi normale
N(m=n,0" =2n).
Ici encore, cette approximation est vérifiée a partir de n =30 .

Le schéma ci-dessous résume les propriétés de convergence susmentionnées :

Loi n>30 Loi de
Binomiale POISSON
B(n,p) p<0,1 np<15 P(a) avec
a=np
]% ZV n =30
: n.p=15 ax>15
Lo1
Hypergéométrique n.p.q =3
Loi Loid
N e [ | oi de
n=30 , Normae STUDENT
. . n>30
Loi du Chi-Deux
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2. Statistiques et distributions d’échantillonnage
2.1 Le principe de I’inférence statistique

L’objectif est d’évaluer la valeur inconnue d’un paramétre caractéristique déterminé au
sein d’une population, a travers le prélevement d’un échantillon et une expression du
parametre en question en fonction des observations faites (principe de l’inférence
statistique). Il faut distinguer dans ce processus :

a) les techniques de prélevement de [’échantillon (X,,X,,....,X,)dont la forme la

plus simple est celle d’un tirage aléatoire avec remise (échantillons dits de
« BERNOULLI » non exhaustifs) ;
b) les données (x,,x,,....,x,) fournies par un échantillon particulier et /’estimation

qui en résulte pour le parametre 6 inconnu, soit 0 =T (x,,X,,.....,X,) ;

c) I’étude des variations aléatoires de I’estimation 7 (x,,x,,....,x,) en fonction des
divers échantillons (x,,x,,....,x,) que l'on peut extraire de la population,
c'est-a-dire la caractérisation de la loi de la statistique T,(X,,X,,....,X,)(dite
encore « estimateur »), loi formant la distribution d’échantillonnage.

11 est précisé qu’on appelle « statistique » toute fonction des observations faites.

2.2 Le cas d’une moyenne

« Considérant une variable aléatoire X (de moyenne m inconnue et de variance o’
connue ou non) et un échantillon (X,,X,,....,X,)de n valeurs indépendantes prises par
X (échantillons de type « BERNOULLI »), la transposition de I’expression probabiliste de

o 3x

E(X) conduit, pour ce qui est de la moyenne, a la statistique X =-=— dont il découle
n
2

immédiatement £ (Y) =m, Var(}) =7

n
i=n
Y E(X)
La linéarité de I’espérance mathématique entraine immédiatement E(X)=-=1—— soit
o
> Var(X,)

n.m

E (}) =——=m. Par ailleurs, I’indépendance des X, entraine Var(}) ==l > ,
n n

étant entendu, par ailleurs que Var(a.X)=a’Var(X). Finalement, on obtient bien

o 2 2
Var(X) = no__°
n

2
n

o Pour ce qui est de la distribution d’échantillonnage, le théoreme central limite
c

N

entraine, pour n > 30, la convergence de X vers la loi normale N (m,—=). En d’autres

X—m

termes, la variable suit la loi normale centrée réduite N(0,1).

Jn
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Plus encore, désignant par S*> 1’estimateur ponctuel de la variance o’ lorsque cette

N S 1 E =, |
derniére est inconnue (S =——> (X, —X)* suivant résultats présentés dans le chapitre
- i=1
. X-m . . . , L
II), la variable —=— suit la loi de STUDENT, 7T'(n—1),a v =n—1 degrés de libertés.
S

N

La démonstration de ce résultat est présentée dans I’application 1.1 du présent chapitre.

2.3 Le cas d’une proportion

o Considérant la fréquence inconnue p d’un caractére C dans une population et la

variable aléatoire X qui décrit I’occurrence de C dans des échantillons de taille »
aléatoires, indépendants (prélévements avec remise), la transposition de 1’expression
probabiliste de E(X) conduit, pour ce qui est de la fréquence inconnue p, a la

P9

X . )
statistique / =— dont il est évident que E(F))=p et Var(F,) =
n n

En effet, X suit la loi binomiale B(n, p) de moyenne n.p et de variance n.p.q . La linéarité

E(X) _np

1
de ’espérance entraine E(F,) = —— = p. Parailleurs, Var(F,)=— Var(X), soit
n n

Var(F)) = P4
n

On remarquera que p représente aussi I’espérance de la loi de BERNOULLI associée a chaque

¢lément prélevé de I’échantillon. Dés lors et par application des résultats du paragraphe 4
susmentionné pour ce qui concerne les moyennes, la statistique représentative de p est fournie

_ XX

par X =
n

indépendantes.

ou les X, forment une suite de n variables aléatoires de BERNOULLI

La somme ZX . constituant la variable X de loi binomiale B(n, p), on on retrouve ainsi
i=1
I’expression — qui caractérise F/,.
n
Cette analogie d’une proportion avec une moyenne sera couramment utilisée par la suite.
o Pour ce qui est de la distribution d’échantillonnage, le théoreme de MOIVRE
LAPLACE justifie, pour n>30 et pni trop faible, ni trop voisin de 1 (critéres pratiques
rappelés précédemment), la possibilit¢ d’approcher la loi de F, par la loi normale de

moyenne p et de variance Pq , soitlaloi N(p, / ﬂ) .
n n

11 est précisé que dans 1’hypothése contraire ou p est faible, voire n petit, on pourra mener des
calculs directs a partir des lois binomiales et de POISSON et déterminer ainsi la distribution

d’échantillonnage de F, = —.
n
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2.4 Le cas d’une variance

« Soient X une variable aléatoire (de moyenne m connue ou non et de variance o’
inconnue) et (X,,X,,...,X,) un échantillon de n valeurs indépendantes prises par X
(échantillon de type « Bernoullien »). La transposition de 1’expression probabiliste de

. . . \ . L. I &
Var(X) conduit, pour ce qui est de la variance, 4 la statistique S*=—"(X,—m)’ (resp.
i=1
o g 2 1 = N2 .
la statistique S = —‘Z (X, —X)" lorsque m est inconnue).
n oo
Le lecteur se méfiera néanmoins que, dans I’hypothése ot m est inconnue, c’est 1’estimateur

.. o 1 & - . .
«non biaisé¢ », S* = —IZ (X, —-X )* qu’il faudra retenir (et non S') -> se reporter pour
n—1 "4

cela au chapitre II.

. n-—1
On montre dans 1’application 1.2 proposée ci-aprés, que E(S*)=0" (resp. E(S*)=——.0"
n
lorsque m est inconnue). Par ailleurs, il est montré également dans la méme application que
4
o -5 n—3
Var(sH) =t -7 ot yar(s?y=Ho - 172
n n n n(n-1)

la variable centrée X — E(X), soit u, = E[(X - E(X))4] .

a( u, désignant le moment d’ordre h de

o Pour ce qui est de la distribution d’échantillonnage, et sous I’hypothese de la

Sz i(Xz _m)2

normalité de la loi de X (échantillons dits « gaussiens »), la variable —— =-=——
o} o}

suit la loi du chi- deux a n degrés de libertés, soit y*(n).

(n—l)g’3 n.S" Z(Xi_X)z
== = 5 suit la loi du chi- deux a
O O o

n—1 degrés de libertés, soit y>(n—1).

De méme, la variable

Le premier de ces résultats est immédiat puisque la loi du chi- deux, xz(n) , caractérise la

somme des carrés de n variables aléatoires, normales, centrées, réduites, indépendantes,
-

o

est proposée dans I’application 1.1 ci-apres.

ce qui est le cas pour les variables . Quant au second résultat, sa démonstration

« Pour n>30, on pourra approcher la loi du chi- deux, soit y(#n), par la loi normale

de moyenne n et de variance 2n, soit N(n,~/2n), et ceci conformément au théoreme
central limite.

Cette convergence est assez simple a établir. On rappelle tout d’abord que si (U,,U,,....,U,)
forment une suite de n variables aléatoires indépendantes, il en est de méme de la suite
(U?,U3,....,U}). En effet, partant d’un n- uplet (U,,U,,....,U,) de densité de probabilité
f(u,u,,....,u,), il est évident que I’indépendance des U, entraine, pour cette densité sur R"

une expression égale au produit H(p(ui) des densités @(u;) de chacune des variables U, .
i=1
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Dés lors, le changement de variables (¥, =U.,Y, =U;,....,Y, =U?) conduit, pour le n- uplet
(U},U;,...,U’) iladensité de probabilité élémentaire :

f(\/y_l, \/y_z,....,\/yj).|J| ay,.dy,...dy,

ou, le jacobien J est égal au déterminant :

20

1
NN

1
2.4/,
Or, la décomposition de f(»,,,,....,»,) en fonction des produits des densités ¢(y,)

conduit, pour la densité du n- uplet (1},Y,,....,Y, ) au produit ci-dessous :

o(Jy)-dy, | o(Jy,)dv, o(Jy,)dy,
2.y 24n, 2.0y,

qui est le produit des densités de probabilités de chacune des variables U],US,...,U’.

Ainsi 'indépendance des U est-elle établie.

1

Si on considére désormais la suite des variables normales, centrées, réduites, et indépendantes,

X L e, on
\/271. 277

soient U, = (loi N(0,1)de densité de probabilité¢ ¢@(u)=

remarque que E(U])=Var(U,)+ [E(Ul.)]2 =1 (puisque E(U,)=0).

2

Dautre par, Var(U})=EU)-[EW)] avee EU}) t.exp(—%).dt,

S

2 +00
soit E(U;") = {—Lf.exp(— %)} +3.— j tz.exp(—%).dt (suivant intégration par

Var J_

parties). Suite a la nullit¢ du premier des deux termes ci-dessus, il reste

2
EU"Y=3. £ exp(— %).dt —3.E(U)=3.

1
o

Ainsi obtient-on, le résultat, Var(U})=3-1=2.

’ y ’ \ .. . y . , . . , 2
En résumé, le théoréme central limite appliqué aux n variables aléatoires indépendantes U,

de moyenne égale a 1 et de variance égale a 2, entraine la convergence de la somme
i=n

2 . . . r .
ZU . vers la loi normale de moyenne n et de variance 27, ce qui forme le résultat annoncé.
i=1

2.5 Récapitulatif concernant espérance, proportion, et variance

Tous les résultats précédents qui, rappelons le, correspondent au cas d’un

¢chantillonnage aléatoire élémentaire avec replacement (tirages non exhaustifs), sont
résumés dans le tableau présenté ci-apres.



