Théme 1

LES COMPLEXES

Rappels de cours..................ooeeeeeeeeeeeeeeeeeens

On note C I'ensemble des nombres complexes.

Forme algébrique d'un complexe

La forme algébrique d'un nombre complexe z s'écrit z = X + iy ou x et y sont
des nombres réels et i vérifie i* = —1.

x est la partie réelle du complexe z, Re(z) = x et y sa partie imaginaire,
Sm(z)=y.

Dans un repére orthonormal direct (O ;u,Vv), il y a équivalence entre les
propositions suivantes :

e le point M a pour coordonnées (X ; y) ;

e le point M a pour affixe z=x+1y;

o le vecteur OM a pour affixez=x +1Yy.
On appelle module du complexe z, le nombre réel positif noté | z | égal a :
|z|=0OM= X +y’

Le conjugué du nombre complexe z est le nombre complexe noté z égal a :

Z=x-1Yy.
B :M(Z)
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On appelle argument du complexe z, affixe du point M, l'angle orienté
(a.om).

Le complexe nul n'admet pas d'argument.
Forme trigonométrique, forme exponentielle

Si N est un point du cercle trigonométrique de centre O tel que (ﬁ ,O_N) =0,
l'affixe z; de N est z; = cos 6 + i sin © et son module est : | z; | = ON = 1.

Soit z 1'affixe non nulle du point M tel que |u ,W =0, si on appelle r le

modulede z,|z|=r:
z=r(cos O +15sin 0) (forme trigonométrique)
z=re'® (forme exponentielle).
Les points M et M' d'affixes respectives z et z sont symétriques par rapport
a l'axe des abscisses (O ;u) ce qui se traduit par :
Z =1(cos O —1sin B) =r[ cos(—0) +1sin(-0)] =1 e’
|z|=|z|etarg z =-arg z

6

Egalité de complexes

Un complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont simultanément nulles.

Deux complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont la méme
partie réelle et la méme partie imaginaire ou le méme module et le méme
argument modulo 27 :

. . i0 . i
801t:21=x1+1y1=rlel‘et22=x2+1y2=rge‘°2
X1=X2 r1:r2
z2,=2, & =3
Yi1=%2 0,=6, [ZTC]

Propriétés des conjugués

0 0

z=x+iy=re";zZ=x—-iy=re"

1 _ 1 _
X=—(z+2) ;y=—(z-2)
2 i

Module et argument d'un produit, d'un quotient
77 = (reie)(r‘eie' y=r1 el 0+0)
|zz'|=|z]||z |etsiz#0etz' #0,arg(z z') = arg(z) + arg(z') [27]



i0

Si z#0 et z'#0, £'= r'eie' zl'ei (0-9)
z' r'e’ r
: z| |7 . 7
Siz'#0, |— :H et si deplus z#0,arg| — |=arg(z)—arg(z') [27]
z'| |7 7

Zn — (reie)n — I‘neine

Inégalité triangulaire
|z + z'| < |z| + |z‘|

Equation du second degré a coefficients réels

Soit I'équation az+bz+c=0,0iae R¥et(b,c)e R%.
A =b’—4ac.

Si A =0, on retrouve les solutions réelles :

2a 2a

Si A <0, les solutions sont les complexes conjugués :

—b+i/—A —-b—-i—A
Y/ _—
a

2 2a

z

Z': n — 2':
Interprétation géométrique d'expressions complexes

Dans le repeére orthonormal direct (O ;u,Vv), si les points A, B, C et D ont
pour affixes respectives a, b,cetd:

b—aestl‘affixeduvecteurﬁé ,Jb—a|=ABetsiazbetc#d,

~°_(bc.Ba).

He c—d
Ecriture complexe d'une transformation

Dans le repere orthonormal direct (O ;u,V ), on considere les points M et M'
d'affixes respectives z et z' et 'application f qui au point M associe le point
M'.

Z=z+boube C festlatranslation de vecteur V d'affixe b.
z'=kz+bouke C¥\{1 }etbe C & fest une homothétie de rapport k.
Z7=¢e'%2+bot0%£0 [2m ] et b e C < f est une rotation d'angle 0.

Pour déterminer le centre de ['homothétie ou celui de la rotation, on
détermine l'affixe de l'unique point invariant c'est-a-dire qui vérifie 7' = z.
Si le point Q d'affixe m est le centre de 'homothétie ou de la rotation, il est
souvent plus pratique d'utiliser les formules :
z'—0)=k(z—0))0uz'—0)=eie(z—0)).
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EXERCICES

Exercice 1.1 (Nouvelle Calédonie 2005)....................................

L'exercice comporte 4 questions. Pour chaque question, on propose 3
affirmations. Pour chacune d'elles, le candidat doit indiquer si elle est vraie
ou fausse en cochant la case correspondante.

Dans l'exercice, le plan complexe est rapporté au repere orthonormal
Oj;u,v).

in0 .
Pour tout entier naturel n non nul, © ! Faux [ Vrai
Q pour tout réel 0, (eie )n cos (6% +isin (8) | © Faux [ Vrai
est égal a : cos( nd) + i sin (n@) | - Faux [ Vrai
z+z ! Faux [ Vrai

2

La partie imaginaire du 7z—7
Q nombre z est égale a : i I Faux [] Vrai
7z—7
2 [J Faux [J Vrai
Soit z un complexe tel que y? .
z=x+1iy (x et y réels). ) - Faux L] Vrai
Q; Si z est un imaginaire pur -y [J Faux [J Vrai
2 L .
alors |Z| estégal a: 72 U Faux [J Vrai
A, B et C sont des points _ 0 Faux O Vrai
d'affixes respectives BC=2AC
— ==\ T
Q abetetelles que (AB, AC)=Z 1211 || Faux (1 Vrai
—-a .
:1\/5 alors : C—A-@—CAZ
c—a B [] Faux [J Vrai
LOFTIGE 1.1 ...
La formule de Moivre donne (eie )n =¢e™ = cosnb +isinnd ; Q; admet

deux bonnes réponses, la premiere et la troisieme.

e Siz=x+1y,3m(z) =y.

z+z X+iy+x—iy . z—z Xx+iy—-x+iy - Z—72
2 2 C2i 2i )
Seule la réponse du milieu pour Q; est bonne.
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Pour tout entier n naturel non nul, e ] Faux ¥ Vrai
Qi pour tout réel 0, (e )n cos (0" +isin (0" | ¥ Faux [J Vrai
estégala: cos(nf) +isin (ng) | | FAux  Vrai
Z2+7
X Faux [] Vrai
L . . 2
a partie imaginaire du —
Q2 SN -7
nombre z est égale a : I Faux X Vrai
2i
72—7
> X Faux [} Vrai
Soit z un Fomplexe tel que y2 ) Faux X Vrai
z=X+1y (x et y réels). ) ,
. . Do -y X Faux [ Vrai
Qs Si z est un imaginaire pur )
alors | z°| estégal a: -z ") Faux X/ Vrai
A, B et C sont des points BC = 2AC ) Faux ¥ Vrai
d'affixes respectives a, b . x
Qs et ¢ telles que (AB ; AC) =5 [27] | % Faux (1 Vrai
b_a—i 3 alors : CA-CB 2
c—a ' CA-CB =CA | Faux X Vrai
e Si z est un imaginaire pur, x =0 et |z|=|iy|=|i| X |y| = |y|
| z | = | y | *=y”. La premiére réponse de Qs est bonne.
De plus z = iy alors z° = —y” et y* = -z, la troisi®éme réponse est correcte.

e On calcule avec les formules du cours le module et un argument du
quotient :

- b—a — -
b a|:| |:AB etarg(b a):(AC,AB).
c—a | | c—a | AC c—a

Le module et un argument du deuxieme membre de 1'égalité proposée
donnent :

‘1«/5‘ =3 et arg (1«@) = arg(i) = §[2n]

On en déduit AB = V3 AC et (AC , AB| =g + 2k, k € Z. Le triangle

ABC est rectangle en A et on applique le théoreme de Pythagore :

AC? + AB* = BC? soit AC? + 3AC” = BC? ce qui donne BC? = 4AC” :

BC = 2AC, la premicere réponse de Q. est exacte. La deuxieme réponse est
fausse, c'est le signe contraire.

La relation de Chasles permet d'écrire :

a-@:a-(@+ﬁ):a2+ﬁ-ﬁ




Le triangle ABC est rectangle en A alors CA-AB =0et CA-CB = CA”.
La troisieme réponse de Q4 est vraie.

Exercice 1.2 (Amérique du Nord 2005)..................................

Pour chacune des quatre questions de ce QCM, une seule des quatre
propositions est exacte.
1. Dans le plan complexe, on donne les points A, B et C d'affixes
respectives -2 + 31, -3 —iet 2,08 + 1,98i.

Le triangle ABC est :

(a) : isocele et non rectangle ;
(b) : rectangle et non isocele ;
(c) : rectangle et isocele ;
(d) : ni rectangle ni isocele.
2. A tout nombre complexe z # -2, on associe le nombre complexe z'
z—4i
z+2
L'ensemble des points M d'affixe z tels que [ z' | = 1 est :

!

défini par : z'=

(a) : un cercle de rayon 1 ;

(b) : une droite ;

(c) : une droite privée d'un point ;

(d) : un cercle privé d'un point.
3.  Les notations sont les mémes qu'a la question 2.
L'ensemble des points M d'affixe z tels que z' est un réel est :

(a) : un cercle ;
(b) : une droite ;
(c) : une droite privée d'un point ;
(d) : un cercle privé d'un point.
4. Dans le plan complexe, on donne le point D d'affixe i. L'écriture

: T
complexe de la rotation de centre D et d'angle — 3 est :

(@):z'= (l— ﬁ) —£+11 ; (b):z'= (——4- ﬁ] _£+l
22 2 2 2 2 2
(¢):z'= (l—lﬁJ —ﬁ—li ; (d):z'= [l—lﬁJ +£+ll
2 2 2 2 2 )



corrigé 1.2
0 lge. ..................................................................................

1. Une figure permet de mieux visualiser le triangle ABC.

On peut déterminer les trois longueurs des trois c6tés du triangle ABC :
AB= |zg—za| = |-3-i+2-3i| = |-1-4i| =V1+16=17.
AC= |zc—za| = 2,08+ 1,981 +2-3i| = [408-1,02i].

AC = /4,08 +1,02° = /17,6868 .

BC= |zc-zs| = [208+198i+3+i| = | 5,08 +2.98i].

BC = /5,08 +2,98* =/34,6868 .

Aucune des trois longueurs n'est égale a une autre, le triangle ABC ne peut
étre isocele.

La réciproque du théoreme de Pythagore peut-elle étre appliquée ?

AB® =17 ; AC* = 17,6868 et BC” = 34,6868.

On remarque que AB* + AC* = 17 + 17,6868 = 34,6868 = BC”.

Le triangle est rectangle en A.

La bonne réponse est la (b).

2. Appelons A le point d'affixe a = 4i et B celui d'affixe b = -2, on peut

écrire :
|Z'|: :|Z—4i|:|ZM—ZA|:AM.

|Z+2| |ZM—ZB | BM
L'égalité |z'| = 1 se traduit pour tout z # —2 c'est-a-dire pour tout point M
différent du point B par AM = BM.
M est a égale distance des points A et B, dans le plan I'ensemble des points
M est la médiatrice du segment [AB]. Cette médiatrice ne contient
évidemment pas le point B, aucun point n'est a rejeter.

z—4

z+2

La bonne réponse est la (b).

3. 7' est réel si le point M' d'affixe z' vérifie dans le repere complexe
(0;i,¥):M'=Oou M'#0et (i ,OM') =0 [x].
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M'=0siz=4isoitM=A;

siM'#0, (ﬁ ,O—M') =arg z' =arg(%):arg(ﬂj:(w ,M)

Zy —Zg
arg z' = (@ , ﬂ) = 0 [xn], cela signifie que M appartient a la droite (AB)

privée des points A et B.
En résumé M appartient a la droite (AB) privée du point B.

La bonne réponse est la (c).
) s L.
4. La rotation a pour centre D et pour angle 3 son écriture complexe est

donnée par :

(1 I B i 3
Z=|——1—|z-D+i=|=-1—|Z2—- ———— +1
22 22 2 2
(1 NB) BT
=|——i— |z —+—i.
22 2 2

La bonne réponse est la (a).

Exercice 1.3 (Polynésie sept. 2005)..............cooeveeeveveereeerann.

Pour chacune des 3 questions, une seule des trois propositions est exacte.
Dans tout l'exercice, le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal
direct (O ;u, v)
1. Le point M est situé sur le cercle de centre A(-2 , 5) et de rayon\/§ . Son
affixe z vérifie :
a)lz—2+51P=3 ;b) 1z+2-5iF=3; ¢)lz-2+5il=3.
2. On considere trois points A, B et C d'affixes respectives a, b et ¢, deux a
deux distincts et tels que le triangle ABC n'est pas équilatéral. Le point M
est un point dont I'affixe z est telle que les nombres complexes :
z—b z—c¢C
et
c—a b—a
a) M est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC ;
b) M appartient aux cercles de diametres respectifs [AC] et [AD] ;
c) M est l'orthocentre du triangle ABC.
3. Soit A et B les points d'affixes respectives 1 +1i et 5 + 41, et C un point du
cercle de diametre [AB].
On appelle G l'isobarycentre des points A, B et C et on note zg son affixe.

sont imaginaires purs.



