9 | Limites

GENERALITES

O Définitions
Dans les énoncés suivants, L et a sont deux réels.
« f étant définie sur un intervalle de borne +co,
lim f(x) = L si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les

X —> 4w
valeurs f(x) pour x assez grand.
On écrit encore : lim f=1L.

+00
« f étant définie sur un intervalle de borne —oo,
lim f(x) = L si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les

X > -

valeurs f(x) pour x assez petit (pour x assez « grandement négatif », si on
préfere !).

On écrit encore : lim f=1L.

« f étant définie sur un intervalle de borne +oo,
lim f(x) = 400 si tout intervalle ]A, +oo[, A étant un réel positif

X —> +©
arbitrairement choisi, contient toutes les valeurs f(x) pour x assez grand.
* On définit de fagon analogue les limites suivantes :

lim f(x)=-0, lim f(x)=4w et lim f(x)=-—0.

X —> +o© X —> —© X —> —©
*Vu en 1 S dans le cadre de la définition d’un nombre dérivé
f étant définie sur un intervalle I contenant a sauf peut-étre en a,
lim f(x) = L si tout intervalle ouvert contenant L contient toutes les

X—a

valeurs f(x) pour x assez voisin de a dans I. On écrit encore : lim f=1L.

a
Remarque :
a étant un réel, b étant un réel ou bien +oo ou bien encore —wo,

démontrer que lim f(x) = b revient a démontrer que lim f(a+h)=b.
x—a h—>0

O Premieres limites de référence
Dans ce qui suit, n est un entier naturel non nul, a est un réel.

. . 2 . n+1 .
e lim x"=+w0; lim x"=+0; lim x" '=-w0; lim /x =+w.

X — +o X > —o X > —o X = +0
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Les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limites ni en +co ni en —oo, \

Limites utiles notamment pour la recherche de nombres dérivés et
recherche de droite asymptote a la courbe de f.

*Aveca>0, limx" =a"; lim +Jx = \/E;
X—a X—a

limcosx=cosa; limsinx=sina.

N T L L T e
x>0 X x—=0 X x=>0 X
THEOREMES

O Théorémes de comparaisons
Dans ce qui suit, a est un réel ou bien —co ou bien +oo, L est un réel.

f(x)-L|<g(x) avec limg(x)=0,

X—a

* Si pour x « assez voisin » de a,

alors lim f (x) =L.

X—a

* Théoréme dit « des gendarmes »
Si pour x « voisin » de a, g(x) < f(x) < G(x) avec :
lim g(x) = lim G(X) =L,
X—a X—a
alors lim f (x) =L.

X—a

* Si pour x « voisin » de a, f(x) < g(x) et lim g(x) =—00,

X—a

alors lim f(x) =—00,

X—a

* Si pour x « voisin » de a, f(x) < g(x) et lim f (x) =+

X—a

alors lim g(x) =+

X—a
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O Limites de sommes, produits, quotients et composées \
Dans ce qui suit, a est un réel ou bien —o ou bien +oo, L et L' sont deux

réels.
*Somme

Principe de lecture du tableau suivant et principe de raisonnement :
Si lim f(x)=Let lim g(x)=L', alors lim (f+g)(x)=L+L"

Xx—>a X—>a Xx—>a
Si lim f(x) = L L L | o | —0 | 40
X—>a
etsi lim g(x)= L' 40 | —0 | 40 | —0 | —0
X—>a
alors lim (f+g)(x)= L+L" |40 | —0 | 40 | <0 | ?
X—>a
Présentation conseillée
Sachant que f(x) = u(x) + v(x),
limu(x)=1L
X—a .
. lim f(x) = 4.
lim v(x) =+ = Xl_r)r; (x) =+
X—>a
Le symbole « = » se lit « implique ».
* Produit
Si lim f(x)= L L L L L |+wo|40| O
x—a L>0|L<0|L>0|L<0
etsi lim g(x) = L' 40 | 400 | —0 | —o0 [+o0|—00|F 00
X—>a
alors lim (fx g)(x)=|LxL'| 400 | —0 | —0 | 400 |+o0|—00| ?
Xx—>a
* Quotient
Si lim f(x)= L 0 +o0 +o0 L + o
Xx—>a
etsi lim g(x) = L'#0| O L' L' |+ | +00
X—a L'>0|L'<0
. f L
alors lim L—J x)=| — 2 +oo S 0 2
x—a\8 L
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* Composée
a, b et ¢ sont trois éléments de I’ensemble R U {—o0, +oo}.

lim f(x)=b

X—>a .

. = lim gef(x)=c
lim g(x)=c X_)ag (x)
x—>b

O Corollaire (théoréme déduit des précédents)

Si f est une fonction rationnelle ou trigonométrique ou si f est la fonction
racine carrée ou si f est la composée de fonctions précitées, alors la
limite de f en tout réel a de son ensemble de définition est f(a).
Remarque :

Pour tout dire, apprendre les résultats des tableaux précédents n’est pas
judicieux !

Faites fonctionner votre bon sens et finalement retenir les quatre formes
indéterminées que vous devrez régler :

o0 0
« +00 + (—00) », «Ox+oon, «—», K=
+ o0 0

O Techniques courantes pour lever les indéterminations
V' Lorsque x tend vers —oo ou vers +oo et que la forme indéterminée est

t oo
«+oo + (—0) » ou « —— ».
t oo

* Méthode 1

Si la fonction est une fonction rationnelle (quotient de deux polynémes),
alors la limite en +oo (respectivement en —oo) de f(x) est égale a celle en
+oo (respectivement en —0) du rapport de ses monomes de plus hauts
degrés. On réduit le quotient obtenu et on peut alors se déterminer !

Cette régle s’applique évidemment aux fonctions polyndmes.

* Méthode 2

Repérer les parties provoquant I’indétermination et factoriser chacun des
membres en présence par son terme dominant. Une réduction d’écriture
peut lever I’indétermination.

* Méthode 3

Si I’expression contient une racine carrée, alors la neutraliser a I’aide du
produit remarquable a*> — b*. C’est la technique dite de « I’expression
conjuguée ».

v' Contexte de recherche de nombre dérivé ou calcul semblable :

, o ., 0
Lorsque x tend vers a, a réel, et que la forme indéterminée est « — ».

0
* Méthode 4
Si la fonction est rationnelle, factoriser les polynomes numérateur et
dénominateur par (x — a) et réduire le quotient. Méthode 3, si présence de
racines carrées.
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* Méthode 5

Utiliser le cours sur la dérivation.

g(x)—g(a)
X—a

dérivable en a, alors lim gx)-g@) _ g'(a).
x—>a X—4a
11 suffira alors de dériver la fonction g suivant les principes de dérivation
et de calculer g'(a).
Sinon, ruser sur I’écriture de f(x) pour en faire sortir de force une

gx)—g(@)
X—a

Si le quotient peut s’écrire sous la forme ou la fonction g est

expression du type ou la fonction g est dérivable en a, voire

plusieurs quotients de ce type.

v' Une méthode générale qui sera de plus en plus utilisée au cours de
["année :

* Méthode 6

Utiliser les limites de référence du cours grice a des modifications
d’écritures de I’expression de f(x).

LIMITES A GAUCHE, A DROITE EN UN REEL a

Ces limites ont un intérét trés particuliérement dans les deux situations
suivantes :

« f est un quotient % ou lim D(x) =0, lim N(x) # 0 et D(x) change de
signe de part et d’autre de a.
* f est définie par des formules différentes a gauche et a droite de a ;

O Pour les définitions de ces limites, il suffit de reprendre les
définitions des limites de f(x) lorsque x tend vers a, mais cette fois en y
ajoutant que x est strictement inférieur ou strictement supérieur a a.

Exemples :
* lim f(x) = +oo signifie que tout intervalle JA, +oo[, A > 0, contient

x—>a*
toutes les valeurs f(x) pour x assez voisin de a par valeurs supérieures
strictement.
Notations usuelles : lim f(x) ; lim f(x); lim f(x).

X—a ; Xx—a
X—a x>a

« lim f(x) = L signifie que tout intervalle ouvert contenant L contient
X—a

toutes les valeurs f(x) pour x assez voisin de a par valeurs inférieures

strictement.

1. Limites

de cours

e

resumes

P

-




10

O Limites de référence \
1 1

lim —=-o0 ; lim — =+o0
x—> 00 X x— 0° X
ASYMPTOTES A C;

O Droites asymptotes paralléles aux axes du repeére

Dans ce paragraphe, il s’agit d’examiner le comportement des images f(x)
aux bornes de I’ensemble de définition, c’est-a-dire lorsque x tend vers +oo
ou —oo ou encore lorsque x tend vers une « valeur interdite » par f.

Cela permet donc, notamment, de visualiser 1’allure de la courbe sur ses
branches infinies.

*Si lim f(x) =+ ou lim f(x) = +00 ou lim f(x) = +o00, alors la droite

x—at Xx—>a x—a

d’équation x = a est asymptote « verticale » a Cy.

*Si lim f(x) = b, alors la droite d’équation y = b est asymptote « hori-

X—>—00

zontale » a Cau voisinage de —oo.

*Si lim f(x) = b, alors la droite d’équation y = b est asymptote horizon-

X—>+00

tale a Cyau voisinage de +oo.

3

A il La courbe C représentative de f
/ AWaalililis dans le repére proposé ci-contre
e Er e kEEE posseéde deux droites asymptotes
paralléles aux axes du repere.
Ce sont les droites d’équations :
x=—2 et y=2.

S

———
& b

) En effet :
. X1_1)11_12f(x):—oo et xl_l)nfwf(x):l

Concrétement,

e rechercher une asymptote « horizontale » est extrémement simple : il
suffit de vérifier que la limite de f(x) soit en +oo soit en —oo est une limite
finie ;

* rechercher une asymptote « verticale » est aussi extrémement simple : il
suffit de vérifier que la limite de f(x) lorsque x tend vers un nombre a
(presque toujours en une valeur interdite) est une limite infinie.
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> * Exercice 1 ®1h

Examiner lim f(x) dans chacune des situations suivantes :

X—>+©

L f(x)=3x"+5x-7 2. f(x)=-2x+7x-9

3. f(x)z(Zx5 —x+l)(3x“ 2% 43%° —xP+x + X7 +1)

3xP+x+1 5 +x-3
4, f(x)=——-— 5. f(x)=——
(X) x> —x+1 (X) X+2
7x+1 2x+4/x +1
6. = 7. =
0= ="
8. f(x):x2+sinx 9. f(x)z—x3+cos(x2)
sinx 2x* —xcosx +1
10. f =— 11. f =
(X) X (X) X2+2

12. f(x):\/2x+1—x2 13. f(x):\/4x2+1—2x

14. £(x)=V9x* +x+2 -3x+1 15. f(x):J_—“”zl_l2
X+2 -

X Exercice 2 ® 25 min

exercices

-

Examiner lim f(x) dans chacune des situations suivantes :

x— 1

1. f(x):3x2—4x+l 2. f(x)z%
X" —242ZX+

2x* +3x-5 Vx+3-2

3. f(X):Tisx_z 4. f(X)ZT
x—1 sin(2x—2

5. f(X)Z\/;_l 6. f(X)Z%

1. Limites
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> * Exercice 3 ® 40 min

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, Ds,
dans chacune des situations suivantes :

1. f(><)=2xx__31 2 f(x)zxz;s——xgz
Rt

5. f(x)=2x+sin(3x) 6. f(X)=(X_2;((\§__;X+2)

>k Exercice 4 © 25 min

Examen des asymptotes éventuelles a la courbe C (représentative de f)
paralléles aux axes du repére dans chacune des situations suivantes :

3x+1 2x% +1
1. f(x)= 2. f(x)=—F——
(x) x—1 (x) —x’ +4x-3
3. f(x)=—1+Xi2 4. f(x)=—5x+1—%+xz3+1
*%% Exercice 5 ® 17 min

Poussons un peu le regard :
Si on peut écrire f(x) sous la forme f(x) =ax + b + ¢(x) avec lim o¢(x) =0,
X —> +o©
alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote a C; au voisinage de +oo.
On imagine aisément un énoncé analogue pour X tendant vers —co.

Ceci signifie que pour x tres trés grand, f(x) et d(x) = ax + b ne se
distinguent quasiment pas ; soit encore que la courbe de f prend I’allure de
la droite D d’équation y = ax + b.

En pratique, ou bien I’écriture est celle qui est exposée dans I’énoncé, ou
bien si dans la question posée, ’asymptote oblique est donnée par son
équation y =ax+Db, il suffit alors de prouver que lim (f(x)—(ax+b)) =0

X—>—®0

oubien lim (f(x)—(ax+b))=0.

X > +x©
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