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PGCD de deux entiers

NOMBRES ENTIERS

On appellemombres entiers natureless nombres : 0, 1, 2, 3, ...18, ... 105}...

On appellenombres entiers relatifees nombres entiers naturels et le
opposés : .=18,...-2,-1,0,1, 2, ...18, ...

NOMBRES PREMIERS

On appellenombres premiertes entiers naturels qui ont exactement d
diviseurs.

Les nombres premiers compris entre 1 et 50 sonugig dans le tableau ¢

©]OIE\CIANO
@) 2% [19) 425, 21D
(29 2425 3¢ %
) 13630 239 %¢

PGCD DE DEUX ENTIERS

e Pour déterminer le plus grand commun diviseuralexantiers naturels, o
décompose les deux entiers en un produit de facpramiers. Le plus gran
commun diviseurnoté PGCD,des deux nombres est égal au produit
facteurs communs figurant dans la décompositionvée, chaque factel
commun étant affecté de la puissance la plus petite

42 =2x 3% 7 et 12 = 2x 3 alors PGCD(42 , 12) =23 = 6.

Cette méthode est utilisée, uniguement dans letckesnombre étudié n'est pgas

trop grand et quand la décomposition des deux enést simple a obtenir.
e Algorithme d'Euclide

Pour déterminer le PGCD de deux entiers a et b avecb, deux cas de

présentent :
- Si a est divisible par b, PGCD(a , b) = b.

LIr's
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- Si a n'est pas divisible par b, on commence p#at a par b ; puis on divig
b par le reste r obtenu dans la division précédgpidis ce reste r par |
nouveau reste r'; ainsi de suite jusqu'au deragte non nul qui sera alors
PGCD cherché.

Exemple : PGCD(21 , 12Fes divisions s'écrivent :

3
SR e of
21=12x1+9 12=%1+(3 9=83+0.
Le dernier reste non nul est 3 : PGCD(21 , 12) = 3.
e Algorithme de la différence

Soit deux entiers naturels non nuls a et b telsagrib et a non divisible par § :

PGCD(a, b) = PGCD(a, a—b) = PGCD(b, a - b).

On obtient ainsi le PGCD de deux nombres par wisiéme méthode :

A partir de la deuxieme ligne de calcul, on insertcessivement dans
tableau le plus petit des deux nombres a et b diffirence a b obtenue
précédemment jusqu'au moment ou l'on arrive a ifféeahce nulle.
Les nombres égaux dans la méme ligne donnent IeORBErché.
Cette recherche peut étre longue, elle sera alévger.

On détermine, ci-dessous, par cette méthode, |dPd&1 et 12 :

a b a-b
21 12 9
12 9 3
9 3 6
6 3 3
3 3 0

NOMBRES ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX

On dit que deux entiers, non nuls, a et b sont jgr@nentre eux si leur PGC
est égal a 1.

. a b R L ,
Dans ce cas les fractlont? ou— ne peuvent étre simplifiées, on dit que
a

fractions sont irréductibles.

D @D

le

le

es
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A Enoncés des exercices 4

[ 125 (] (o (o 1 PR (15 min)

Ecrire les nombres suivants sous forme d'un prauitombres premiers.
A=24;B=45;C=98;D=100; E=138; A47.

B EXEICICE 2.uuieineiieieieiineieecieeecereecececeececescscecescnce (30 min)

1. Décomposer les nombres suivants en facteurs premier
81,98 ;140 ; 153.
2. Déterminer le PGCD de 81 et 153 puis celui de 9816t
3. Utiliser ce qui précede pour simplifier les fracksosuivantes :
81 98
153" 140

BEXEICICE 4.ueeneeneiniiniiiieeieiieeneeeenseecescsscnsensensensencene (45 min)

1. Calculer, a l'aide de plusieurs méthodes possildéx5CD des nombres a
et b suivants :
a =406 etb=696.
a=462etb=264.
a=1540etb =693.
a=4435eth =6 209.

. . a
2. Ecrire, dans chacun des cas précédents, les qlu;otgensous forme

irréductible.

LI 25 (] (o (10 TN (15 min)

Un patissier dispose de 411 framboises et de &@&eh. Afin de préparer des
tartelettes, il désire répartir ces fruits en léBsant tous et en obtenant le
maximum de tartelettes identiques.

1. Calculer le nombre de tartelettes.
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2. Calculer le nombre de framboises et de fraiseseomi#s dans chaque
tartelette.

B EXEICICE B.ueeneeneeniiniiniieeierieeneeneenseesencscnsensensensencnne (20 min)
1. 288 et 224 sont-ils premiers entre eux ? Expligua@irquoi.

2. Déterminer le PGCD de 288 et 224.

3. Ecrirela fraction% sous forme irréductible.

4. Un photographe doit réaliser une exposition é&sgmtant seg@ivres sur

des panneaux contenant chacun le méme nombre tiespl@paysages et
le méme nombre de portraits.

Il dispose de 224 photos de paysage et de 28&jisrtr

Combien peut-il réaliser au maximum de panneauxtiésant toutes les
photos ?

Combien chaque panneau contient-il de photos deagasg et de portraits ?

[ 1 25 (] (o (o 17 AR (10 min)

Pour le £ Mai, Julie dispose de 182 brins de muguet et $830

Elle veut faire le plus grand nombre de bouquetatiques en utilisant toutes
ses fleurs.

1. Combien de bouquets identiques pourra-t-elle faire

2. Quelle sera la composition de chaque bouquet ?

B EXErciCe 8...euiniiiiiieieiiieieieieiecetecetecerecererecssasssonens (20 min)

1.
a) Déterminer, en détaillant les différentes étapetadeéthode choisie, le
PGCD des nombres 408 et 578.

b) Ecrire la fractiong—gg sous forme irréductible.

2.Dans un collége, les éleves se décomposent ena@8ng et 578 filles. On

veut former des équipes mixtes de telle facon gLgit le méme nombre de
garcons dans chaque équipe et le méme nombrdegedédns chaque équipe.
On veut aussi que tous les éléves soient dansquigeé

a) Quel est le nombre maximal d'équipes pouvaatfétmées ?

b) Donner alors la composition de chaque équipe.
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Exercice 1 (2/20)
Les entiers 342 et 385 sont-ils premiers entre?eux

Exercice 2 (6/20)
Calculer, par trois méthodes différentes dans ée ¢hremiers cas et par
deux méthodes dans le dernier cas, le PGCD desremtaturels a et b
suivants :

1. a=56eth=64;

2. a=312etb=252;

3. a=630etb=3675.

Exercice 3 (4/20)

On considéere I'expression:Am ——2x
10395 5

3

>
1.
a) Déterminer en utilisant I'algorithme d'EuclilePGCD de 9 009 et 10 395.
b) En déduire I'écriture simplifiée M :

10 395
2. Calculer A en donnant le détail des calculs donnera le résultat sous la
forme d'une fraction irréductible.

Exercice 4 (4/20)

Déterminer le PGCD des nombres 210 et 135.

Sophie veut faire une couverture en patchwork ers@ot ensemble des
carrés de tissu de grandeurs identiques mais désndlifférents. Les
dimensions de la couverture doivent étre de 21Gwml35 cm. Sachant
gu'elle veut utiliser le moins de carrés possibtpselle doit étre leur
dimension ? (Expliquer la démarche)

3. Combien devra-t-elle utiliser de carrés ?

N

Exercice 5 (4/20)

1. Montrer que le PGCD des nombres 372 et 775 est&84l ; écrire les
calculs.

2. Un chef d'orchestre fait répéter 372 choristes hemet 775 choristes
femmes pour un concert. Il veut faire des groupaggétition de sorte que :
— le nombre de choristes femmes est le méme daugietgroupe ;
— le nombre de choristes hommes est le méme daasietyroupe ;
— chaque choriste appartient & un groupe.

a) Quel nombre maximal de groupes pourra-t-il faire ?

b) Combien y aura-t-il alors de choristes hommes ehaeistes femmes dans
chaque groupe ?
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P Corrigés des exercices X

COITIZE 1 ceereieinrieieereeeecereecacecercacesescacessscesescsssssssncesscnsnsnncns

On utilise les regles de divisibilité vues dans tdmsses antérieures, en
choisissant dans l'ordre, les nombres premiersé&vodans le tableau de la
premiere page du rappel de cours.

24 est divisible par 2 : 24 =2 12.

De nouveau 12 est divisible par 2 : 24 x 2 X 6.

On recommence : 24 =22 X 2 X 3.
A=2x3.

45 est divisible par 3 et par 5 :
45 = 3% 15 puis 45 =X 3 X 5.

B=%x5.

98 est divisible par 2 : 98 =2 49. 49 est le carré de 7.
C=2xT7.

100 est divisible par 2 et 5: 100 =250 = 2x 2 X 25 = 2x 2 X 5%
D=2x5.

138 est divisible par 2 et par 3 :
138 = 2% 69 = 2Xx 3 X 23.
23 est un nombre premier.

E=2%x3X%23.
441 est divisible par 3: 441 =X8147 =3 x3x49=% 3 X 72
F=Fx7

COITIZE 2 aneeneeneineineenreecieceeensensessensescsscssessonsessessescsssnsensonsenss

131=§=(§f=3%98=2w@=2x#;
140=2x70=2x2x35=Fx5x7:153=3x51=3x3x17=3x 17.
|81=3;98=2x7*;140=3x5x7; 153 = §x 17|

Pour faciliter la recherche de ces facteurs preanoerpeut présenter les calculs
comme ci-dessous : la premiére colonne donne letieaiis successifs dans la
division par les différents nombres premiers indgjdans la seconde colonne.
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Exemple : décomposition de 140. 40

e . 2
On utilise les nombres premiers dans I'ordre avec 70l 2
épuisement de chacun avant de passer au suivant.
On retrouve le résultat précédent. 35| 5
140=2x2Xx5X7=2X5X 7 T
1

2.En utilisant les nombres premiers obtenus a latigugarécédente, on choisit

les facteurs premiers communs affectés des plitepptissances :

81 et 153 n'ont que le facteur premier 3 en cometula plus petite puissance
observée est 2 : PGCD(81 , 153)=3.

98 et 140 ont 2 et 7 pour facteurs premiers compmesglus petites puissances
respectives sont let 1 : PGCD(98 , 140} x 7" = 14.

PGCD(81, 153) =9 ; PGCD(98 , 140) = 14.

3.0n utilise les PGCD obtenus :
8l 9x9 9 98 14x7_ 7

81 _ 9 98 7

153 17 140 1(

COITIZE 3 cueereieeneieieeeneeecereecacecercacesescacessscessscnsssnssnsesscnsssnncns

Premiere méthode
On peut utiliser la décomposition des deux enfi8fset 185 en un produit de
facteurs premiers pour déterminer leur PGCD.
133 =7x19 et 185 = X 37.
Les deux nombres n'ont aucun facteur premier emmaom leur PGCD est
égal a 1.
Les nombres 133 et 185 sont premiers entre eux.

Deuxieme méthode
L'algorithme d'Euclide se traduit par les divisieugcessives :

185| 13z 133|52 52|20 20|23 236 6|5 1[1
21 20]2 23[1 6| 1 53 @1 o1

On constate que cette méthode est longue.
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Pour appliquer l'algorithme de la différence, oesde le tableau suivant :

a b a->b
185| 133 52
133 52| 81

81| 52| 29

52| 29| 23
29| 23 6
23 6| 17
17 6| 11
11 6 5
6 5 1
5 1 4
4 1 3
3 1 2
2 1 1
1 1 0

Cette derniere méthode est ici est encore plusiBrysera donc a éviter, elle a
toutefois été exposée a titre d'entrainement.

Corrigé 4

1. Recherche du PGCD de 406 et 696.
La décomposition des nombres 406 et 696 en facpeamsiers est :

406 2 696 2
20z 7 34¢| 2
29| 29 174 2
1 87| 3
29| 29

1

406 = 2x 7% 29 ; celle de 696 est 696 223 x 29.
Les facteurs premiers communs sont 2 et 29 etus ptite puissance dans

chaque casest1:
PGCD(406 , 696) = X 29 = 58.

L'algorithme d'Euclide se traduit par les divisi@ugcessives :

696 | 40€ 406| 29C 290|11€ 116/ 58
soc[ 1 11¢] 1 G| 2 ol 2

58 est le dernier reste non nul, c'est le PGCDotiger
Pour appliquer l'algorithme de la différence, oesde le tableau suivant :



PGCD de deux entieré

a b [a-b
696( 406 290
406| 290| 116
290| 116| 174
174| 116 58
116 58 58

58| 58 0

Visiblement on obtient encore 58 pour PGCD de 4@®86.
Recherche du PGCD de 462 et 264.

On recommence ces trois méthodes pour cette quoestio
Décomposition en facteurs premiers.

462 2 264 2
231 3 13z 2
77 66| 2
11|11 33| 3
1 11) 11

1

462 =2x3x 7x11;264=2x3x11.
Les facteurs premiers communs aux deux nombresZdhiet 11. La plus
petite puissance a chaque fois est 1 :
PGCD(462 , 264) = % 3x 11 = 66.

Algorithme d'Euclide

462| 264 264| 19¢ 198 66
1

19¢ @| 1 0|3

Le dernier reste non nul est 66 qui est bien le P&Guvé précédemment.
Algorithme de la différence

a b a-b
462| 264| 198
264 198 66
198| 66| 132
132 66 66
66| 66 0

On trouve bien 66 pour PGCD cherché.

Recherche du PGCD de 1 540 et 693.

Décomposition en facteurs premierd éviter ici, 1 540 étant trop grand.
Algorithme d'Euclide

1540 692 693| 154 154]77
154 2 77| 4 0| 2
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Le dernier reste non nul est 77 :
PGCD(1 540, 693) = 77.
Algorithme de la différence

a b a->b

1540| 693| 847
847|693 | 154
693| 154 | 539
539| 154 | 385
385| 154 | 231
231|154 | 77
154| 77 | 77
77177 | 0

On retrouve 77 pour PGCD mais les calculs devieoags et on remarque
gue l'algorithme d'Euclide est le plus simple digppr.
Recherche du PGCD de 4 435 et 6 209.

Décomposition en facteurs premiede nouveau les calculs sont trop longs et
cette méthode est a déconseiller.

Algorithme d'Euclide
6200| 443t 4434177 17MF§1
1774 1 887 o o 2
Le dernier reste non nul est 887 :
PGCD(4 435, 6 209) = 887.

Algorithme de la différence

a b |a-b
6209| 44351774
4 435|1 774 2 661
26611774 887

1774 887 | 887
887| 887 0

On retrouve 887, le PGCD obtenu avec la méthod=épente.

2.0n utilise, a chaque fois, le PGCD obtenu pour maeth évidence le plus
grand facteur commun au numérateur et au dénoraoindéela fraction :

a_406_ 5& 7_ 7

b 696 58 12 17

406 7
696 12
a_462_ 66 7_ i
b 264 66x4 4
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462 7
264 4
1540 77 20 2
693 7™ 9 9
1540_ 20
693 9
4435 88K 5
6209 88K 7 7
4435 5
6209 7

COITIZE 5 cuuereieiniieiereieeecreeeecerercacesescacessscesescacesessncesascnsnsnnnns

1. Le patissier veut préparer le maximum de tartededtane laisser aucun fruit
de c6té. Le nombre de tartelettes sera donc legpéusl diviseur commun aux
nombres de fraises et de framboises soit le PGCAl fiest 685.

On applique l'algorithme d'Euclide en effectuarst thvisions successives

suivantes :
685| 411 411| 274 274| 137
274 1 @[ 1 0] 2

Le dernier reste non nul est 137.

Le patissier doit préparer 137 tartelettes.

2.1y a 411 framboises et 685 fraises a répartisde3v tartelettes, il y aura
alors 411 : 137 = 3 soit 3 framboises par tartetetit 685 : 137 = 5 soit 5
fraises par tartelettes.

Chaque tartelette doit contenir 3 framboises et Sréises.

[ €0] 1 41X - TN

1. On remarque que les deux nombres 288 et 224 s, jis sont donc
divisibles par 2 et le PGCD de 288 et 224 ne platégal a 1.

Deux nombres sont premiers entre si et seulem&urdPGCD est égal a 1, ce
qui n'est pas le cas ici.

288 et 224 ne sont pas premiers entre eux.

2. Déterminons, a l'aide de l'algorithme d'EuclideR@CD de 288 et 224.

288| 224 22464 64 |32
a1 &3 o2
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Le dernier reste non nul de cette succession dsialig est 32 :
PGCD(288 , 224) = 32.

3.0n utilise le PGCD trouvé pour mettre en évidentéagteur commun au
numeérateur et au dénominateur de la fraction alsierp
224 32 7_ 7

224_1

288 9

4. Le photographe veut réaliser le maximum de pannetog laisser de coté
aucune photo ; le nombre de panneaux sera alopdute grand diviseur
commun aux 288 portraits et aux 224 photos de pagsa

Le photographe pourra faire au maximum 32 panneaux.
Dans la troisieme question on a écrit 224 x32et 288 = 3% 9 :
Chaque panneau comportera 7 photos de paysages gi®traits

[ @00 1 4 137 2PN

1. Julie veut composer le maximum de bouquets avet&zbrins de muguet
et ses 78 roses sans laisser de fleurs de cot@rdague chaque bouquet a la
méme composition. Elle calculera donc le plus grdintseur commun aux
deux nombres 182 et 78.

On utilise I'algorithme d'Euclide :

182| 78 78| 26
2 0|3
On en déduit que le PGCD de 182 et 78 est 26.
Julie composera 26 bouquets.

2.0n remarque que 182 = X67/ et 78 = 2& 3 :
chaque bouquet aura 7 brins de muguet et 3 roses.

COITIZE 8 uenvereineeierneieeeeereeeeceeereacecescacessscesescasssessscesascssssnsens

1.a) Recherche du PGCD de 408 et 578.
Premiere méthode : décomposition en facteurs pmmie

En utilisant les décompositions de la page suivante
On peut écrire :
408 =2 x 3x 17 et 578 = X 17.
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