Sujet n°1
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L’énoncé

Méthode de Stein

- On note F ’ensemble des fonctions bornées de N dans R.

- On note P 'ensemble des suites de nombres réels positifs de somme égale a 1 :
P= {P: (pn,n > 0) tel que Vn > 0,p, >0 et an = 1} .
n=0

- Pour P et Q deux éléments de P, on définit

an - Z dn
neA

neA

I

dist(P, Q) = sup
ACN

Z La(n)pn — Z 1a(n)qn

ot 1a(n) =1sin € A et 1a(n) = 0 sinon. On pourra écrire P(A) pour ), pn.

= sup
ACN

- Dans tout ce qui suit, A est un réel strictement positif fixé et h est un élément de F,
c’est-a-dire une fonction bornée de N dans R.

I. Préliminaires

1. Trouver le réel ¢ tel que la suite

3
WV
o

appartienne a P.

2. Soit p et ¢ deux réels de [0, 1]. Calculer
dist((l -p,p,0,...),(1 —q,q,0,.. ))

3. Soit f € F et P € P, montrer que la série de terme général (f(n)pn,n > 0) est conver-
gente.
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II. Caractérisation

Soit Py = (piﬁhn € N) € P défini par

) _ A" N
Dy =€ Fpourtoutne .

4. Soit f € F, montrer que la série de terme général (nf(n)pglM7 n > 0) est convergente.

5. Pour tout f € &, établir I'identité suivante :

AY Fn+10)p = nfmp. (1)
n=0 n=0

Soit @ = (gn,n > 0) un élément de P tel que pour tout f € F, l'identité suivante soit

satisfaite : - -
MY fr+Dgn =Y nf(n)gn.
n=0 n=0

6. En choisissant convenablement des éléments de &, montrer que @ = Px.

II1. Résolution de I’équation de Stein

On note Sy, 'ensemble des fonctions f de N dans R, telles que, pour tout entier n > 0,
I'identité suivante soit satisfaite :

Mf(n+1) =nf(n) = h(n) =Y hk)py>. (2)

Pour simplifier les notations, on note A la fonction définie pour tout n > 0 par

h(n) = h(n) =Y h(k)pg".

7. Montrer que S; posséde une infinité d’éléments et que pour tout f € S, pour tout
entier n > 1,

n—1
(=D, W
fln) = = D h(k) G (3)
k=0
8. Pour f € Sh, pour tout entier n > 1, établir I'identité suivante :

n—1) v - k
fmy = DS a2 (4)
k=n

9. En déduire que toute fonction f € S} est bornée.

IV. Propriété de Lipschitz

Pour une fonction f de N dans R, on considére la fonction Af définie par

Af: N —R
ne o fn+1) = f(n)
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On veut montrer que pour f € Sp,

Y

sup |Af(n)] < ~—— (i‘éﬁ (k) - ,ygNh(k:)) . ©)

Pour un entier m > 0, on considere d’abord le cas particulier ott A = 11,3 :
h(m) =1et h(n) =0sin #m.

On note fpn, 'un des éléments de Sj‘l{m}.

10. Etablir pour 1 < n < m, I'identité suivante :

n—1

_ (’I’L—l)! ()\) )\k
fm(n) = T Pm ; e

11. Etablir une identité analogue pour n > m > 0 et en déduire le signe de fo, (n) pour tout
n > 1.

12. Montrer que la fonction Af,, est négative sur N\{0,m}.
Indication : on distinguera les cas 1 <n<m etn>m > 0.

13. Etablir les identités suivantes :

l—e? P e M kA
Afo(O)_;7Afm(m)_€>\< Z !+Zm!> pour m > 0.

14. En déduire que

sup A fm (1) < —
n>1

On étudie maintenant le cas général. On définit la fonction hy par
h = h(n) — inf h(k).
+(n) = h(n) — inf h(k)

15. Montrer que S, = Sh_ .

16. Montrer que la série

> b ) fn()

o

m
est convergente pour tout entier n > 1.
17. Montrer que la fonction f définie, pour tout n > 1, par

oo

Fm) = hi(m)fm(n),

m=0
appartient a Sh.
18. En déduire que pour tout entier n > 1,

-

Fln+1) - fn) < T (igghw) - ;g@h(k)) .
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En utilisant —f et h— = sup,c, h(k) — h, on prouverait de facon analoque que pour tout
entier n > 1,

~(fn 1) = () < T (suph(k> - inf h<k>>,
keEN kEN

et qu’ainsi I'inégalité (5) est vraie dans le cas général.

V. Application probabiliste

On considére (Xx,k = 1,...,n) une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes.
On suppose que pour tout entier k € {1,...,n}, X suit une loi de Bernoulli de parameétre
Tk E]O, 1] :

P(Xy=1)=ry =1-P(X; =0).

n . .
On pose A =), 7y ainsi que

S:ZXk et pour tout k € {1,...,n}, Wi =5 — Xj.
k=1

On identifie la loi de la variable aléatoire S et 1’élément (P(S = k), k € N) de P, 'ensemble
défini au début de ce texte.

19. Pour tout k € {1,...,n}, pour tout f € F, montrer que

Xif(S) = X f(Wi + 1) et que E(f(Wi)Xk) = reE(f(Wk)).

20. Soit h € F et f € Sy, établir I'identité suivante.

n

EMN(S+1) = Sf(S) =Y mB(Xe(f(Wi +2) — (Wi +1))).
k=1

21. Etablir que
dist(loi(S), Px) = sup [E(Afa(S + 1) — Sfa(9))],
ACN

ol fa est un élément de Sy ,.

22.

T

1—e?
A

dist(loi(.S), Px) <

<
TN
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Le corrigé commenté

I. Préliminaires

. N n . s .
1. Pour appartenir & ensemble P les nombres ¢2+ doivent vérifier

n!

+oo A"
g c— =1
n!
n=0
Or
—+oo —+o0o
A" A" A
E Cil =cC E by = ce
n n!
n=0 n=0
d’ou
c=e

n

De plus, si ¢ = e, les nombres c¢2+ sont positifs.
n:

Commentaires

L’ensemble P est la définition d’une probabilité sur un univers dénombrable. Ne

pas oublier dans cette question, méme si c’est trivial, de mentionner le fait que
7’ 2 oy
les réels c¢2+ sont positifs.
n!

2. Calculons les différentes sommes ZneApn avec (pn,n > 0) = (1 —p,p,0,...).
Soit A une partie de N
—Si0€Aet1¢A Y, ,pn=1-p
—Si0¢gAetle€A D . pn=0p
—Si0cAetlecA ), pn=1-ptp=1
—Si0gAet1¢A Y, ,pa=0.

Par suite :
> b= an|=Ip—glouo.

neA ncA

Donc

dist(P, Q) = |p — ql.

Commentaires

Cette question demande de bien comprendre la définition de la distance entre
deux probabilités. Il faut noter que la partie A de N est la méme dans I'indexation
des deux sommes.
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3. Puisque f € F est bornée, on peut poser || f|lco = sup, ¢y |.f(1)].
Pour tout n de N, |f(n)pn| < || fllccpPn- Or la série Y _ pn converge par définition de
I’ensemble P. Par suite, la série Zn>0 f(n)pn converge absolument donc converge.

Commentaires \

Lorsqu’on ne connait pas le signe du terme général d’une série, il faut avoir le
réflexe de travailler en valeur absolue.

Tous les théorémes de comparaison (un < vUn, Un = 0(Vn), Un = O(vn), Un ~ Vy)
ne s’appliquent qu’aux des séries & termes positifs (& partir d’un certain rang)
ou & termes négatifs (en passant & la série Zn>0 —1Uy, ON Se ramene a une série

a termes positifs.)
Rappelons que la convergence absolue d’une série entraine sa convergence; la

’ . 7 B 71
réciproque étant fausse (penser & Zn>1 n) ).

II. Caractérisation

Soit Py = (pi”),n € N) € P défini par

A"
pg) =e )‘F pour tout n € N.

4. Soit f € 7.
Posons u, = nf(n)ps’. On a la majoration |un| < n||f|leop.
Pour n > 1, npif) = (n/\ji)! = )\% Or la série Zn>1 % converge (vers eA).

L s ) . L
On en déduit que la série ano np,~ converge. Par suite, la série ano U, converge
absolument donc converge.

Commentaires

D’apres la question 1, la suite (pgl)‘),n € N) est dans P. On reconnait la proba-
bilité d’une loi de Poisson.

5. Soit f € F. D’apres les questions 3 et 4, les séries en jeu sont convergentes.

[e%e] [ee] B An+l
(N — A
A flnt 1l = Zof(n+1)e .

o0 3 )\’Vl
= ;f(n)e A—(n =T

=3 npme

n=1

oo

=> nfmpd.

n=1
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Comme le premier terme de la série est nul, on obtient I'identité :

AY fr+1p) =D nfn)pl).

Commentaires

Avant de manipuler les sommes de séries, il faut s’assurer que celles-ci convergent
ce qui est bien le cas ici. Pour plus de précaution, on peut travailler sur les

. N e
sommes partielles Y " u, puis faire tendre N vers 4oo.

6. On pose f = 1z} avec k un entier naturel. Cette fonction est bornée donc appartient a
J.

L’identité

A f+Dan =Y nf(n)an
n=0 n=0

donne pour tout k£ € N*, Agx—1 = kqr ou qx = %qkfl.

Montrons alors par récurrence que :

Vn € N,qn = 7'(]0~
n.

» Pour n = 0, I’égalité est vraie.

» Supposons ’égalité vraie & un rang n. Alors

by A" )\n+l
= —qo-

qnﬂ:n—l—lqn:n—l—lmqo (n+1)!

Donc I'égalité est vraie au rang n + 1.
Comme Q = (gn,n > 0) appartient & P, go = e~> d’aprés la question 1. Par suite,

A"
VneN,anFe )‘:psf\)

Autrement dit, Q = Py.

Commentaires

Cette question demande une prise d’initiative du candidat suggérée par ’énoncé.
Les questions 5 et 6 permettent de caractériser la probabilité d’une loi de Poisson
par I’équation fonctionnelle (1) de 1’énoncé.
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III. Résolution de I’équation de Stein
7. Soit f un élément de S. Donc f vérifie pour tout n € N I'identité
M(n+1) —nf(n) = h(n) — Z h(k)py. 2)
k=0

Montrons par récurrence sur N* que

fmy = Z . (3)

» D’apres I’équation fonctionnelle (2) de I’énoncé avec n =0 :
(1) = h(0).

On a donc } -
fy = @ 1_1)' Zh(kz =

La formule (3) est donc établie au rang 1.

» Supposons que l'identité (3) soit vraie & un rang n avec n dans N*.
D’apres l'identité (2) puis en utilisant I’hypotheése de récurrence :

Flnt 1) =5 )+ §ﬁ<n)

- ,\n+1 Zh(k 2 + h( )
A" -
= )\n+1 Zh(k )\n+1 )

n! = N\F
= it Zh(k)ﬁ
k=0

Ainsi I’égalité (3) est vérifiée au rang n + 1.

On a montré que si f € Sj, alors f vérifie 'identité

n—1
. _ (n—1)! = AR
k=0
Réciproquement, montrons que si f est une fonction de N dans R vérifiant I'identité (3)
alors f appartient a Sj,.

I A I A
M n+1) =nf(n) = 53 (k)5 = 50 > (k)
k=0 k=0
nl -, A"



