NORMES, DISTANCES,
APPLICATIONS LIPSCHITZIENNES

On dispose depuis longtemps d'outils simples de mesure des longueurs dans R et dans C
avec la valeur absolue et le module, et plus généralement dans les espaces euclidiens
avec la distance euclidienne. On se propose d'étendre ces outils de mesure des distances
qui seront indispensables pour définir ensuite tous les concepts de base de l'analyse :
convergence des suites, limites des fonctions, et donc continuité, dérivabilité, etc.

Pour cela, on définit les notions de norme d'un vecteur et d'espace vectoriel normé qui
furent introduites par Riesz (1880-1956) en 1917. Dans ce contexte, on sait affecter a
chaque vecteur un nombre réel positif qui représente sa longueur et on appelle distance
de deux points x, y la norme du vecteur x—y. On définit plus généralement la distance
entre deux points d'un ensemble quelconque et les espaces métriques, introduits par
Fréchet (1878-1973) en 1906. Toutefois, les seuls espaces métriques qui interviendront
dans la suite de ce cours seront toujours des parties d'un espace vectoriel normé munies
de la distance associée a la norme. On examine pour finir la question de l'équivalence
des normes et distances, qui permettra ou non d'affirmer l'identité des notions d'analyse
introduites au moyen de celles-ci.

On étudie ensuite les applications lipschitziennes : ce sont des applications qui vérifient
des inégalités de la forme d(f(x), f(y)) <kd(x, y), et dont l'usage est assez fréquent.
Ainsi, la norme d'un espace vectoriel normé, la distance d'un espace métrique, et surtout
les applications linéaires continues, sont des exemples d'applications lipschitziennes.

Le fait que les applications linéaires d'un espace vectoriel normé dans un autre soient
continues si et seulement si elles sont lipschitziennes constitue un résultat exceptionnel,
car si les applications lipschitziennes sont continues, la réciproque est fausse en général.
On termine en définissant la norme subordonnée d'une application linéaire continue,
puis en présentant quelques exemples et applications de ces normes subordonnées.

Hkeskok



10 Chapitre 1

I. NORMES ET ESPACES VECTORIELS NORMES

| 1.1 Définition et exemples de normes

Définition
On considere un espace vectoriel £ sur le corps K=R ou C.
On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant les propriétés :

(1) VxeE, Nx)=0 < x=0g.
2) VAeK,VYxeE, N(@QAx)=]|A|N().
(3) Vux, yeEz, N(x+y) < Nx)+ N(y) (inégalité triangulaire).

On appelle alors espace vectoriel normé, ou en abrégé e.v.n., le couple (E, N).

On remarque qu'on a toujours N(Og) = 0 en appliquant la seconde propriété avec A = 0.
Ainsi, pour établir la propriété (1), il suffit de montrer que N(x) = 0 implique x = Of.

Premiéres remarques sur les normes
¢ Les normes sur R et C seront toujours la valeur absolue et le module.
Ajoutons que le corps de base, comme dans tout le cours d'analyse, est K =R ou C.

¢ Si (E, N) est un espace vectoriel normé, il est immédiat que N induit une norme sur
tous les sous-espaces vectoriels de E, et tout sous-espace vectoriel d'un e.v.n. sera
désormais normé au moyen de cette norme induite.

¢ On tire de l'inégalité triangulaire 1'inégalité suivante (seconde inégalité triangulaire) :

Vx, yeE*, IN(@) - NQ)| < N(x-y)

Celle-ci résulte en effet des deux inégalités ci-dessous :
Nx) =Ny +(x=-») <Ny +Nx-y), dou Nx)—-N() =Nx-y).
N(O)=Nx+@-x)=Nx)+Ny—-x), dou N(y)—N(x) <Nkx-y).

Ajoutons qu'en pratique, on notera x — N(x) ou x — ||x|| une norme sur E.
On ¢étudie maintenant quelques exemples d'espaces vectoriels normés usuels.

Proposition 1 (normes sur un espace vectoriel de dimension finie)
Soit un espace vectoriel £ de dimension m rapporté a une base B = (eq, ..., e).
On pose pour p =1 et pour tout vecteur x =xje; +x2e3+ ... +xy e, de E:
No (x)  ou  |lxll, = max(lxg], Ix21, ..oy [Xm).
Ni(x)  ou |Ixlly =lxt] + Ix2] + .o + |xnl.

Npy(x)  ou Ixll, =Ux11? +[x20” + ... +|x,|)V/P

Alors Ny, N, (p=1) et N, sont des normes sur E, dites normes d'indices 1, p et co
associées a la base B = (eq, ..., ey).
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Démonstration
Il est immédiat de vérifier que N et N, sont deux normes ; traitons le cas de N :
e VxeE, Ny(x)=|xi|+ ... +|xul=0 = |x1]|= ... =|x,ul =0, donc x = 0

s VAeK,VxeE, Ny (Ax) = [Ax1|+ ... +[Axp] = [A[ (x| + ... + [xp]) = [A] N1 (x).

* Vx,yeE, Ni(x+y) =25ty I+ yel = 255 el + 252 el = Ni(x) + Ni(p).
(Il suffit de sommer les inégalités |x; + yi| < |xg| + || pour 1 <k <m).

Montrons maintenant que N, est une norme sur £ pour p = 1.

« SiN,(x) = (X117 + ... +|xu|P)P =0, alors [x1] = ... =|x,| =0, donc x =0g

© Np ) = (P + oo+ )P = ALy 1P+ o+ PP = A N ().

* Montrons que N,(x + y) < N,(x) + N,(y) pour x et y €léments de E.

L'inégalité est immédiate si x = Og ou y = Og et on exclut désormais ce cas.

La fonction t — ¢P est convexe sur [0, +oo[ car sa dérivée seconde est positive.

On en déduit pour 0 <A <1 et u, v positifs : Au+ (1 -A)v)? <Aduf + (1 -A2)V’.
Appliquons cette inégalité avec u = |x;|/ Ny(x), v =1[yi|/Np(p) :

. 1\ 1P 1P
(A il gy ) <2 ')ﬁil - Iy};l '
Np(x) Np(») Np (x) Np(y)
Sommant ces inégalités pour 1 < i < m, on obtient :
|xi il Y
A +(1-2)—| =A+(1-2)=1.
L\ Ny Np(7)
En choisissant maintenant A = %, donc1—-A= %, on obtient :
Np@+Np () Np@+Np ()
;| + |yil )p S
—————| =<1 ou (Ixil + 1yil)? = (Np(x) + Np(0)?.
Z ( Np(x) + Ny () Zl g g

i=1
Comme |x; + y;| < |x;| + |y;|, on a en prenant ensuite la puissance 1/p :
Np(x+y) < Np(x)+ Np(y).
On a ainsi ¢tabli les trois propriétés montrant que N,, est une norme pour p > 1. =

Remarques sur les normes N, associées a une base

¢ Lorsque £ =R"™ ou C", les normes précédentes sont associées a la base canonique
lorsqu'aucune autre indication n'est donnée.
Dans ce cas, on notera qu'on retrouve la norme euclidienne usuelle pour p =2 :

Na() ou |ixlly = Vixi P + ol + .. +
Rappelons que c'est la norme associée au produit scalaire canonique de R” ou C™.

0 Pour tout vecteur x, on a lim, _, ;o Np(x) = N (x) d'aprés l'encadrement suivant
dans lequel les deux extrémités ont pour méme limite N, (x) lorsque p tend vers +oo :
Noo(@) = Np() = (117 + [x2l? + ... + [xul?)P < mP Ny ().
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Proposition 2 (normes sur l'espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b])
On pose pour p =1 et pour toute fonction continue f : [a, b] — K :

No(f)  ou lifll, =max{If()] / a< x <b).
M) ou iflly = [P If @l ar.

1
Ny () ou A, =(f 11 dr)’”
Alors N1, N, (p = 1) et N, sont des normes sur C([a, b], K).

On dira alors que :

* Ny est la norme de la convergence en moyenne,

* N, est la norme de la convergence en moyenne quadratique,
* N, est la norme de la convergence uniforme.

Démonstration
Montrons que l'application f — [[f]|; est une norme sur C([a, b], K) :
* si Ni(f) =0, l'intégrale de la fonction continue positive | f| est nulle sur [a, b], et
ceci implique que la fonction f'est nulle.
* VAeK, ¥ feCla, b),K), Ny ) = [P If@)lde= | [71f @] de = ]\ Ny (f).
* V1, geC(a, b], K), N (f +g) = Ni(f) + N1(g).
(II suffit d'intégrer l'inégalité | f(¢) + g(¢)| < |f(¢)| + |g(?)] poura <t < b.

Montrons maintenant que l'application f— ||f]| p €stune norme sur C(la, b], K) :

* si Ny(f) =0, l'intégrale de la fonction continue positive | /17 est nulle sur [a, b],
et ceci implique que la fonction fest nulle.
« Ny Q) = ([ o di)? = ([7 17 @ dt)'"? = XN ().
* Montrons que N,(f +g) < N,(f) + N,(g) pour f, g :[a, b] — R continues.
L'inégalité est immédiate si f = 0 ou g = 0 et on exclut désormais ce cas.
La fonction ¢t — ¢P est convexe sur [0, +oo[ car sa dérivée seconde est positive.
On en déduit pour 0 <A <1 et u, v positifs : Au+ (1 -A)v)? <Aduf + (1 -2A)V’.
Appliquons cette inégalité avec u = | f ()| / N, (f), v =1g(O|/Np(g) :
p p
(A ]Ivf(t)l w1 O ) ey lg;(f)l |
»(f) Ny(g) Ny (f) Np(g)

Intégrant ces inégalités pour a < ¢ < b, on obtient :

f ( |/ ()l (I_A)M)pdxsl+(l_k):1'

N,(f) Np(g)
. _ Np(f) o Np(2) o
En choisissant maintenant A = —Np DNp@ donc1-A= —Np DeNp@ on obtient :
bSO+ @) )p f”
dc<1 ou (Lf DI +1g®D? dx <= (Np(f) + Np(2)P.
fa (Np<f>+Np<g> a 3 3

Comme |f(¢) + g(¢)] = |f ()| + |g(?)], on a en prenant ensuite la puissance 1/p :

Np(f +8) = Np(f) + Np(g).
On a ainsi établi les trois propriétés montrant que N, est une norme pour p > 1. =
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Nous n'avons pas abordé le cas de la norme f — ||f]|, dans cette démonstration car
nous le traitons maintenant dans le cadre plus général des fonctions bornées, dans lequel
entrent les fonctions continues sur un segment puisqu'on sait que celles-ci sont bornées.

Définition
Une application f'définie d'un ensemble X dans un espace vectoriel normé (£, || .||) est
dite bornée s'il existe un réel M > 0 tel que :
VxeX, |[f(0| =M.
En particulier, si X =N, une suite (u,) est bornée s'il existe un réel M >0 tel que :
VneN, |u,ll=M.

Proposition 3 (une norme sur l'espace vectoriel des applications bornées sur X)
On pose pour toute application bornée fd'un ensemble X dans un e.v.n. E :
Neo (f)  ou  |Ifll, =sup{llf(OIl / xeX}.
Alors N, est une norme (norme de la convergence uniforme) sur 1'espace vectoriel
B(X, E) des applications bornées de I'ensemble X dans I'espace vectoriel normé E.

Démonstration
L'ensemble noté B(X, E) des applications bornées d'un ensemble X vers un e.v.n. £
est un sous-espace de l'espace des applications de X dans E puisqu'il est non vide et
stable par combinaison linéaire (car si f'et g sont bornées, alors A f + ug I'est aussi).

La borne supérieure || f||., = sup {||f(x)|l / xe X } est définie dans R car l'ensemble
{If ()|l /x € X} est une partie non vide et majorée de R et on établit maintenant que
l'application f — || ||, est une norme sur l'espace vectoriel B(X, E).

“Sillfll, = sup {If Il / xe X} =0, alors V xe X, I/ ()l = 0, f£(x) =0 et f =0.

* Montrons que [|A f|, = Al |l f]l,, pour AeK (avec A #0) et f e B(X, E) :
-Onapour tout xe X : A LGOIl = AL/ < L1
Cette inégalité montre que [A] || f||, est un majorant des nombres [|A f(x)]|.
Puisque [|A f]|,, est le plus petit majorant de ces nombres, on a [|A f1| < |Al [l f]],-
- Onen déduit || fll, = [+ A /]| <[]l fll, en changeant A et fen - etd /.

On en déduit [A| || f]l, = lIA fll,, d'oul'égalité [A| || £l = lIA fll, -

* Soient deux fonctions bornées f, g € B(X, E). On a donc :

VxeX, I(f+2 I = /I + gl <1/l +118lle-
Ainsi, || f1l, +llgll,, est un majorant des réels [|(f + g) (x)|| ; puisque ||/ + gll, est
le plus petit des majorants de ces nombres, on a donc ||/ + gll_, < |l fll, + llgll.-™

Pour X =N, l'ensemble des applications bornées de N dans E n'est autre que I'ensemble
des suites bornées u = (u,) de E, dont I'ensemble B(N, E), noté [*(FE), est normé par :

llullo = sup { llunll / neN}.
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Compléments sur les normes N,

Les normes notées N, sont importantes parmi les normes N, ; outre le fait qu'elles sont
associées a des produits scalaires, fait sur lequel on reviendra plus tard, on constate que :
- c'est la norme euclidienne dans 1'espace R” :

Ixlly = Vixi 2 + ... + xl?
- c'est la norme de la convergence en moyenne quadratique dans l'espace C([a, b], R) :

171, = 7 1/ @) dx

L'exercice suivant propose une démonstration directe du fait qu'il s'agit bien de normes.

A Exercice : Inégalité de Cauchy-Schwarz et norme N,.
a) En notant que l'expression »7., (A x; + yk)2 est nécessairement positive, établir
l'inégalité suivante dans laquelle x = (x1, ..., x»), V1, ..., Ym) €R™ :
3 5

m m
< |2 kl?.
k=1 k=1 k=1

En déduire que N, est une norme sur R™.
b) Etablir de fagon analogue 1'inégalité suivante dans laquelle f, g e C([a, b], R) :

b
f f(0 g0 di| < \/ P £ de \/ I g2t

En déduire que N, est une norme sur C([a, b], R).

m

a) L'expression proposée s'écrit comme suit :

S =Ty Qg + yi)* = A 3Py xp + 230, w0 vk + 270 i
On voit que f est un trindme du second degré en A (si on exclut le cas trivial ou x = 0)
qui est toujours positif puisqu'il s'agit d'une somme de carrés de nombres réels.
Son discriminant est donc négatif, ce qui donne l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(7 ) < S0 X3 x Y2,

Les deux premiers axiomes de la norme N, sont immédiats a vérifier.
L'inégalité triangulaire résulte de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, car on a pour x, ye E :

NZ(x+)) =20 x2+2 30 xp vk + X0y v2
VRN G VIR D IR -
< N2(x) + 2 Na(x) Mo () + N3 (1) = (N2 (x) + Na ()2

b) Considérons l'expression suivante :

SO =[P AfO+goydi=22 [P fFodi+24 [P f0)gwdt ! S0y
C'est un trindme du second degré en A (si on exclut le cas f = 0) qui est toujours positif.
Son discriminant est donc négatif, ce qui donne l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

([P rogwd) < [* fAwdex 7 @ ar

On conclura de méme pour établir que N, est une norme.
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A Exercice : On considere un élément fappartenant a I'espace vectoriel C([a, b], K).
En encadrant | /| par des fonctions en escalier convenablement choisies, établir que :

piIrJrlOONp(f) = Noo (/)

En majorant la fonction | f| par N, (f) sur le segment [a, b], on obtient I'inégalité :

1 1
b - b - 1
v =( [C1rora)” < ([T oo d)” =6-a7 Nu)
Pour minorer cette fonction continue |f|, remarquons que celle-ci atteint son maximum
en un point ¢ du segment [a, b] et qu'on a alors par continuité de | f| en c :

Ve>0), @h>0), (Vxela, b)) : Ix—cl=h = [f@I-Ifll=e.
x—cl=h = No(f)-Ifx)|=<e
x—cl=h = [f()|=Ns(f)-e

Ainsi, on peut minorer sur le segment [a, b] la fonction |f| par la fonction en escalier ¢
définie par ¢(x) = Noo(f) — € sur [c — h, ¢ + h] et par ¢(x) = 0 sinon.
La figure ci-dessous représente la fonction | f]| et cette fonction en escalier minorante ¢ :

‘,
D

AT T TN

minoration de f

1 -

=

c—-h ¢ c+h

En minorant la fonction | f| par ¢ sur le segment [a, b], on obtient l'inégalité :

Np(f) = ([P 1717 dx)"™ = ([? ()P dx)"” = @ )P (Neo(f) - ).
Ainsi, on a obtenu I'encadrement suivant de N, (f) :
2 MYP (Neo(f) = 8) < Np(f) < (b= )P No(f).

Faute d'étre assure de l'existence de lim,, , o N,(f), on ne peut passer a la limite dans
cette inégalité (et on note que le théoreme d'encadrement ne s'applique pas non plus).
On procede donc comme suit pour conclure :
* Le membre de gauche de I'inégalité tend vers N, (f) — € quand p tend vers +oo.

Il est donc supérieur ou €gal a N, (f) — 2 & pour p assez grand (p = py).
* Le membre de droite de I'inégalité tend vers N, (f) quand p tend vers +co.

Il est donc inférieur ou égal & N, (f) + 2 € pour p assez grand (p = p»).
Ainsi, on a Noo(f) =2 & < Np(f) < Noo(f) +2 & pour p assez grand (p = max(pi, p2)),
ce qui donne par définition (puisque & est arbitraire) :

1imp—>+oo Np(f) = Noo(f)
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m 1.2 Normes équivalentes

Définition
On considere un espace vectoriel réel ou complexe £ muni de deux normes Ny, V.
On dit que les normes N; et N, sont équivalentes s'il existe deux nombres réels a,
strictement positifs tels que :
VxeE, aNi(x) < Ny(x) = BNi(x).

On établit facilement que 1'équivalence des normes de E est une relation d'équivalence.
En particulier, on utilise parfois la transitivité : si les normes N;, N, sont équivalentes,
et si les normes N, N3 sont équivalentes, alors Nj et N3 sont équivalentes.

L'intérét des normes équivalentes apparaitra plus loin dans le fait qu'elles conduisent aux
mémes notions d'analyse (mémes notions de limite, de continuité, etc).

Exemple de normes équivalentes
Considérons un espace vectoriel réel ou complexe E de dimension finie m rapporté a

une base B = (eq, ..., e;) dans lequel un vecteur x s'écrit x = x| e + ... + Xy, €.
Rappelons qu'on a défini précédemment les normes suivantes dans £ (avec p = 1) :
Neo (x)  ou  |lxllqe = max(lxyl, [x2l, ..., bxnl).

Ni(x)  ou |lxlly =Ixi] + [x2] + oo + [x,l.

Npy() ou Ixll, =(xil? +x2l? + ... +[xulP)P
Les normes N, (ou p = 1) et N, sont alors €quivalentes d'aprés I'inégalité suivante :
Noo@) = Np(x) = (3117 + 02l + ... + [xul?)VP < ml/P Ny ().
Et comme toutes les normes N, (p = 1) sont équivalentes a N, elles sont ¢quivalentes
entre elles puisque 1'équivalence des normes est transitive.

On démontrera plus loin (au chapitre 4, Topologie et propriétés des fonctions continues)
le théoréme fondamental suivant, admis pour l'instant, et qu'on a vérifié ci-dessus dans
le cas des normes usuelles d'un espace de dimension finie rapporté a une base 5.

Proposition 4 (équivalence des normes en dimension finie)
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

En revanche, dans un espace vectoriel est de dimension infinie, deux normes ne sont pas
équivalentes en général, et il importe de le savoir.

A titre d'exemple, on démontre maintenant que les normes usuelles ne sont justement
pas équivalentes sur 'espace des fonctions continues de [a, b] dans K=R ou C.

Pour établir que deux normes N, N’ ne sont pas équivalentes, on raisonne par l'absurde
en supposant au contraire qu'il existe @, 8> 0 tel que, pour tout vecteur x de £ on ait
a N(x) = N'(x) < BN(x), puis on construit un vecteur x ou une suite de vecteurs (x;)
pour lesquels I'une de ces inégalités est fausse, ce qui conduit a une contradiction.



