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���� # ����	� ��� �
	� �� �
�������	
� �� �� ����� �� �� �
�������	
� �� �� �����	�� ��
�
�������� $������������ �
�� 	���
��	�
�� ��� �
�	
�� ��	��� �� �	�����	����

!��� �� ����	��� �� �	����� ��������	��� ��� �	�� �� ���
�� �����
�
�������� ��� �
���	
��" 	� ��� # �����	� ��� �
�� ��	�	�
�� �� �
�����	
� �� �
��
���	
� ��%	����	� ��� ��� 	��	��� ������� �� ��� ��������� ����
�	����� �
�� ��	���� ���
�	��
��������" ���
���� 
� �
� ���� ��� ������

�� ������� �
���	���� 
����	� �� �����
������� ���� ����
�
��	 �� �����	�� ��������
	�	" ���� �
������� &'( ����	���� )"))")))"*))) �� )+ �	��	 ��� &,(�

�� ����	��� ����	
� ���	�� �� �	�����	��� - 	� ����	� ��	������� �� ����	�� �� �
��
������ ���� ��	��" ���� �
��	����� ��� �
	� ��	 �� ���	������ !��. ����
���� �
��
���������� - �� �����	��	
� �����	���� �� �� �����	��	
� �������	�����

��� ������	�
��

/� �
��	���� �� �������� �� ����	�����" ��	" # ��	������ t = 0 
����� �� ������
Ω0 ⊂ R

3� ������ ����	���� ��� ������� ��� �� �
�	�	
� X ∈ Ω0�
��� ����	����� �
�� �� �
�������� 0 ��	������ t" �� �
��	�� Ω0 ����� ������� �� Ωt ⊂
R

3� 0� �
��� �� �����" ������ ����	���� ���� 1��� ������� ��� -
2	3 �� �
�	�	
� X ∈ Ω0 ������� ���	� 	�	�	������� 2��������	
�� �� 
�������3
2		3 �� �
�	�	
� x ∈ Ωt ������� 
����� # ��	������ t 2�������	
�� �������3

�� ��� ����	
� vj
∂F
∂xj

��
���� �
∑

j vj
∂F
∂xj
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 ��
� ���� �	�� �
� �
��
�
���  
�� �
�	!

� ������
 �
� �	��	"�
� �	��	���
��
� X1, X2, X3 
� t� �	 �
����
� �
� �	������
� 	�
�
��� t 
�� �
���
 �	� �	 �
����
� f �

x = f(X, t). #$�$%

 
�� �� �
��� t �
���! f(., t) 
��
�
 Ω0 ��� Ωt� &
�� ����
�
�
�� ��
 �
��
 	�����	�
��
� 
�� "�'
����
 �! 
� ��
 �	 �
����
� (X, t) �→ f(X, t) 
�� �
����(�
�� �����	"�
 ��

���������	
 �������

�

�� �
 ��	�
 
� �� �
��� M ∈ R
3 ��� 
� 
� �
 �����
 	�� �	������
� ��� �	��
�� 
� �


�
��� �� �
� �	��	"�
� �������
� �
�� 	��
��
� �	��	"�
� ��)��
�� *� ��	��� �
 x1, x2, x3 
�
t� �	 �
����
� ��� �
��
� �
 �
��
��
� �
� �	������
� 
"�
���
� 
�� �
��
 g �

X = g(x, t). #$��%

 
�� �� �
��� t �
���! g(., t) 
��
�
 Ωt ��� Ω0� +
��
 	�����	��
� 
�� "�'
����
 
� �
��
����
�
�
�� ��
 �	 �
����
� (x, t) �→ g(x, t) 
�� �
����(�
�� �����	"�
�

,�
� ���	� ��	� �
�� ������
�
�� ��
 �
�������
� 
�����
��
 �� �
��
�
��! �
��	��
�
��	������ ��
�����
�� �	���
��
�
�� 
� �

��
���
� �	��	���
��
�� *� 
�� �
�� ���
��
�	�� �
 �	�
�� �	��
� ����
 �
�����	��
� � ��	���
�

���
 �
��� ��� ���� ���������	
�

-�
 ��
������ ��.����
 P 	��
���
 	�� �	������
�! �
�� /��
 �
����
���
 �	� P̃ (X, t)

� P (x, t)� 0	�� �
 ��
��
� �	� �� ��	��� �
 �	 �
�������
� �	��	���
��
! P̃ (X, t) ������
�	 �	�
�� �
 �	 ��
������ P �
�� �	 �	������
 X 
� � ������	�� t� 0	�� �
 �
�
�� �	�!
P (x, t) ������ �	 �	�
�� �
 �	 ��
������ P 	� �
��� x ∈ R

3 
� � ������	�� t� �� 	 �
�
�
��
��
��	��
� ����	��
� �

P̃ (X, t) = P (f(X, t), t)

P (x, t) = P̃ (g(x, t), t).
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ṽ(X, t) =
∂f

∂t
(X, t).
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��	��� 
�
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�� ������ �� 


v(x, t) =
∂f

∂t
(g(x, t), t).

�
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�	
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�	
���� �
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��	������ 
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γ̃(X, t) =
∂ṽ

∂t
(X, t).

�� ��	�	�
�� ����� 
� 
��	��� 
���	

γ̃(x, t) =
∂ṽ

∂t
(g(x, t), t).

����� ����	 �� �������	
� ��� !	��� ��	�"������ ��	�	�� ��� �
�	
���� ������� 
	��	 "��
�
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�
���� ��
����	��
�

�
 ���	��� �
��	���
	�� ����� ��
����� P ��� �� �
�� �� �
�	
�	
� ��!�
����� �� �����
��
����� �� ��	�
�� ��� �
��	���� # �
"����� ���� ��� 
��
�$��� �� �
�� dP

dt 
��� �� ����
��	�
�� %

dP

dt
=

∂P̃

∂t
(X, t) �� �
�	
��� �� �
��
���

dP

dt
=

∂P

∂t
(x, t) + vj(x, t).

∂P

∂xj
(x, t) �� �
�	
��� �������. �����

&
�� �
 ���
�	
� ������ �
�� 
�
�� ��	�	�� �
 �
�����	
� �� �
!!
�	
� ���	����	� ��� ���
	��	��� �������� &
�� �
 ��	�� �
�� 
�
����
�� ����� �
�����	
� �
�� ���� �
 �
�������
�� �
�� �
� ∇v �� ������� � ��� ��
�	���� �� �	������ 	���

∇v =
( ∂vi
∂xj

)
ij
.

�� ��	�	�
�� ����� �
�� 
����
�� ���������	
� �����	���� �� ��
������
�	
� %

γ(x, t) =
∂v

∂t
+ ∇v ◦ v︸ ︷︷ ︸

()i=
∂vi
∂xj

.vj

�. ���'�

(
�� 
��
�� !
	����
�� �
�� �
�������� ��� �� 
����� �
��	���	�� �� !
���!��� ��
)�	�� % ��� ��*
�!
�	
�� ��
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������� �� �� ��� � ��� ! (v · ∇)v�
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��� ����� ��	 �
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������	

�� ��� �� ��	
� t �� �� 
����� ��� �
���	������ ��� Ω0 � ������� ����
−−→
dM0 �� �������

������
��	�� ��� � 
��� ������� �� 
���� M0 ∈ Ω0� �� ��������
�� X� �� ��	
� t�−−→
dM0 � 
�
 ��������	
 ��

−−→
dM ��		� ��
�
����
 ���� �� ����� ��� ���������� �

M0

M

−−→
dM0 −−→

dM

f(. , t)

������ ���  !�
�
��������� ��� �
���	������

�� �
���� �� ������� F �� �������� �� �� �
���	����� �� 
���� M0 " �#������� t� ��

�����

−−→
dM = F̃

−−→
dM0, F̃ij(X, t) =

∂fi(X, t)

∂Xj
.

���� ��� $%
��$&��� ������ ��� �� ��������	����� f �� ��� �� �
��
����� g ���� �
������
��� �

det F̃ (X, t) > 0 ∀X, t. '��()

*� �+�� 
��� ���� t �� ���� x ∈ Ωt� �#�������
 x = f(g(x, t), t) ��� �
���
�� ,���

������ �
����� ����� �������� 
������ f �� g ���� �
��������� �� ������� �

F (x, t).G(x, t) = Id, �- G(x, t) =

(
∂gi
∂xj

(x, t)

)
ij

.

*� ����
������ detF. detG ≡ 1� �� ��� �	
����� ��� detF �� �#������ .�	��� ��
�� ��	����� ������� ��� f(., 0) = g(., 0) = Id ��� Ω0 = Ωt=0� /� �#�� ���� ���
det F̃ (X, 0) ≡ 1� 0��� 
�� �������� 
������ ���� ����� ��

��
 ��� (X, t) �→ f(X, t)
��� �� ������ C1� �#�

�������� (X, t) �→ det F̃ (X, t) ��� ��������� ����� �� ����� �� det F̃
����� ���.���� �������	��� 
������ ��� �� ��� 
����� '��()�

�� F̃ �� ��������	�
 ��
���
�����
�

�� �� �� �
� ���� 
�� �� ���� ���� det F̃ ��� det F̃ (X, t) = detF (f(X, t), t)�
��� �� ���� � detF (x, t) > 0, ∀x, t.
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���� � ������
�� t� �
� �
����� � �
 �����	�
�
���� Ω0� 
� 
	 ������
�
 �
 M0� �
� �
 �
��
����

−−→
dM.

−−→
δM −−−→dM0.

−−→
δM0,

��	� ��	� �
� ��	��
� ����������
	�
−−→
dM0,

−−→
δM0� 
	 ����� M0�

��
�� ����� �	

−−→
dM = F̃

−−→
dM0 
�

−−→
δM = F̃

−−→
δM0� ��	� ���
���� �

−−→
dM.

−−→
δM −−−→dM0.

−−→
δM0 = F̃ijdXjF̃ikδXk − dXjδXj

= C̃jkdXjδXk − δjkdXjδXk.

 �	� 
���� �
�� 
��
�
!��
 �
 �
��
	� C := F tF 
��
�� �
��
	� �
� ���
�
������
�� ������ �
 �
��
	� �
� ������
����� X �
� �

X =
1

2
(C − Id) . "#�$%

 �	� ���
���� ��
�
�
�� �
 �
�
����

−−→
dM.

−−→
δM −−−→dM0.

−−→
δM0 = 2X̃ijdXiδXj , "#�&%

���' �
 ��������� �	��
��
 �∣∣∣∣ (� ��) 
 �
� �
 ������
���� 
	 ����� M 
� �
������
�� t� �
� �
����� � �
 �����	�
���� Ω0

⇐⇒ X(M, t) = 0.

�� ������� ��� 	
������ �� ���
����

��

�� ��
 	� �
��� t 
� �� ��	��
 �
 ���
��
 � �
�	
��
 �
� ������
����� �
 ����	��
�� 
�
M ∈ Ωt �

d

dt

(−−→
dM.

−−→
δM −−−→dM0.

−−→
δM0

)
=

d

dt

(−−→
dM.

−−→
δM

) ∀ −−→dM0,
−−→
δM0

=
d

dt
(
−−→
dM).

−−→
δM +

−−→
dM.

d

dt
(
−−→
δM)

=
d

dt

( ∂fi
∂Xj

(X, t)
)
dXjδxi + dxj

d

dt

( ∂fj
∂Xi

(X, t)
)
.δXi

=
∂

∂Xj
ṽi(X, t)dXjδxi +

∂

∂Xi
ṽj(X, t)dxjδXi.

*
�
��	��� 
��	��
 �	
� ��	� x = f(X, t)� �� 
 ṽi(X, t) = vi(x, t)� ���'

∂

∂Xj
ṽi(X, t)dXj =

∂

∂xk
vi(x, t)

∂fk
∂Xj

dXj︸ ︷︷ ︸
=dxk

,


�� 
	 ��
� �
d

dt

(−−→
dM.

−−→
δM −−−→dM0.

−−→
δM0

)
=

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
dxjδxi. "#�+%
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� ���
��� ��
 ����

�
 �� ������	����
� ���� D �	� �

Dij(v) :=
1

2

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
=

1

2

(∇v + (∇v)t
)
ij
. �����

�
 �
� 	��	��� � 
	 ��
�������� ��
�������� � �
� �� ���
��� 
!�����"�� "�� 
 �#�����

���	������� �	� �	����� 	�# �����
	���
 �� ��	�� ��
 ����

�
 �� ��
�������� ��$

�������� �� 	 
	 ��������� 
���	��� �

∣∣∣∣ %	 ��&��� ω(t) �� 
�'�� �	
 �� ������	���� ����� 
�
 ��
�	��
 t1 �� t2
⇔ D(v(x, t)) = 0, ∀x ∈ ω(t), t ∈ [t1, t2].

����� ��������� 
� ������ 	�
������ (� �)��� 
 �
 � ! 	 	����� ������	����� � �
�$�$����


�
−−→
dM.

−−→
δM ��
�� ���
�	��� 	
��
 �� ���
�
	�� ���*� �� �'�����

D(v(x, t))dxiδxj = 0, ∀ dxi, δxj .

�� ����
�� 	
��
 "�� D(v(x, t)) ≡ 0.

+� 
 	���� ����� 
� D(v(x, t)) ≡ 0� 	
��
 
 �#���

��� ���*� ���
�"�� "��
−−→
dM.

−−→
δM ��
��

���
�	��� �
 � ! 	 ���� �	
 �� ������	�����

������� ���	�
������ 
���� ��	������

�� ���
��,�� ��� ��� &�	����� ��!
�"�� K "�� �
� 	��	���� � �� ��
��'
� ��� �����$
����� ω(t) �� �	�����
�
� %	 &�	����� K �
� ������ � 
 	��� � ��� �������� k �������
�	� ��� ����&�	
� 
�� ω(t) �

K(t) =

∫
ω(t)

k(x, t)dx.

�� ���	�"�� "�� ���# �	�
�
 
��� 
�
�����'
�
 �� �	��� ���
��� K � ��� ������	����
�� ���	��� ω(t) �� ��� �	��	���� �� 
	 �������� k�
-����
��
 ���� �#�� 
�
 ����
 "�� k �� v 
��� ��������
 �	�
 Ω× (0, T )� �� 	��������
��
 �������
 �	����

�
 '�����
� �� �'����� 	
��
 �� �

dK

dt
=

∫
ω(t)

(∂k
∂t

(x, t) + ��� (k(x, t)v(x, t))
)
dx. ����.�

%	 ������ �� ����.� ����

��� �� �	

�� �	� "��
"��
 ��	��
 �	
��
	�����
 "�� ���

���
�����
 ��$��

��
�
(� ������� 
��� �� �)����	�� 
� ��	�&����� �� �	��	'
� x = f(X, t)� ���
 �������
��

K(t) �� ��� ����&�	
� 
�� 
� ���	��� �#� ω(0) = g(ω(t), t) ⊂ Ω0 �

K(t) =

∫
ω(0)

k̃(X, t)J̃(X, t)dX, �/ J̃ := | det F̃ | ��� (1.5)
= det F̃ .

��� �� ����	
�
 ��
 ���
��� ����	� 
������� �� 
�������
 �� ������ 
������� �� �����	���
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dK

dt
=

∫
ω(0)

( dk̃

dt
(X, t)︸ ︷︷ ︸

=∂tk̃(X,t)

det F̃ (X, t) + k̃(X, t)
d

dt
det F̃ (X, t)︸ ︷︷ ︸

=∂t det F̃ (X,t)

)
dX.

���
� ������ �
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� ���� ���
�� �	� �

∂t det F̃ (X, t) = det F̃ (X, t). ��� v(f(X, t), t). ������

 �����	��
 �� 
�	
 ������� �	�

∂t det F̃ (X, t) = det(∂tF̃1, F̃2, F̃3) + det(F̃1, ∂tF̃2, F̃3) + det(F̃1, F̃2, ∂tF̃3),

�! F̃i = F̃i(X, t) �

 �� �"�� #������ �� �� ��
��#� �� F̃ (X, t)� $��
 ��� �����	�
� ��
	
���
��
 	� ��
	�
�
 ������
���� 
	� �� #��#	� �� ��
�������
 �� �
 �� ������	��
 �	�
∂tF̃i = ∂tF̃ ◦ F̃−1(F̃i)� �� ����
 �

∂t det F̃ = det F̃ 
�(∂tF̃ ◦ F̃−1).
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∂tF̃ (X, t) ◦ F̃ (X, t)−1 = ∇v(f(X, t), t).

'�
��
 Mij = (∂tF̃ (X, t))ij �
 Aij = (∂tF̃ ◦ F̃−1)ij � (� �

Mij = ∂t∂Xjfi(X, t) = ∂Xj∂tfi(X, t) = ∂Xj ṽi(X, t) = ∂Xjvi(f(X, t), t))

x=f(X,t)
= ∂xl

vi(x, t).∂Xjfl(X, t) = (∇v(x, t))ilF̃ (X, t)lj ,

���! � Aij = Mik(F̃
−1)kj =

∑
k

(
∑
l

(∇v(x, t))ilF̃ (X, t)lj)(F̃
−1)kj

=
∑
l

(
(∇v(x, t))il

∑
k

F̃ (X, t)lj(F̃
−1)kj

︸ ︷︷ ︸
=δlj

)
= (∇v(x, t))ij .
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��� �� ���� 	
���	
���
�� ��
 � ���
� �������� M1,M2 �� M3 �� R
3 �����
� det(M1,M2,M3) ∈ R ���

��
	
���
��� �� ������������ �
 �� ������� ��� Mi = Mi(t) �� ��� 	
�� ���� ��� M = M(t) 	� ����
��
(M1,M2,M3)� �� � � ∂t detM = det(∂tM1,M2,M3) + det(M1, ∂tM2,M3) + det(M1,M2, ∂tM3).
��� ��� 
������ 	� ���� �� R

3 ���
�
� ��� 	� ������
���� ��� ����
 	� ����� �
��� ����
�� ���

���������� �
�� ��	 ���
!�
�"� #
 M ��� �� ���������
��� ��RN �� {a1, a2, .., aN} ��� �� ������	� �� $ �������� ���	�������

�� R
N � �� �

��(M) det(a1, .., aN ) = det(M(a1), a2, .., aN ) + det(a1,M(a2), a3, .., aN )

+ ..+ det(a1, .., aN−1,M(aN )).
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���� ω(t) ⊂ Ωt �� ��	�
��� 
������
�� �� ���������	� �� 
�		� �	� ������ ��� ��
���
���

m(ω(t)) =

∫
ω(t)

ρ(x, t)dx,

�� ρ(x, t) ��	���� �� ���	��� �� ����� x �� � ����	���� t�
�� ��� �� ���	�������� �� �� 
�		�� 	� ������� ����	 ���

d

dt
m(ω(t)) = 0, ∀ ω(t) ⊂ Ωt.

�� �����	��� ���� ! ����� �
������ �������∫
ω(t)

(∂ρ
∂t

(x, t) + ��� (ρv)
)
dx = 0, ∀ ω(t) ⊂ Ωt,


�� �	� ������ �
��������� �� � ���
������ 	�������� ������� �
������ �� ���������� "

∂ρ

∂t
(x, t) + ��� (ρv) = 0, ∀t, ∀x ∈ Ωt. ����#!

$��	������	 � ���	��� ��� 
������� �%&	�
�� Q �����%�� � ����	�
��� ω(t)� �� �� ���
�

Q(t) :=

∫
ω(t)

ρB(x, t)dx.

�� ������� ������������ �� Q ����� ���'���		��� 	������� "

dQ

dt
=

∫
ω(t)

( ∂

∂t
(ρB) + ��� (ρBv)

)
dx

=

∫
ω(t)

(
B

(∂ρ
∂t

(x, t) + ��� (ρv)
)

︸ ︷︷ ︸
=0 ��� (1.12)

+ ρ
∂B

∂t
+ ρvj

∂

∂xj
B

︸ ︷︷ ︸
= dB

dt ��� (1.3)

)
dx.
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d

dt

∫
ω(t)

ρB(x, t)dx =

∫
ω(t)

ρ
dB

dt
dx. ����)!
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�ϕ �
� �������� 
�� Ω �	��

∫
Ω′ ϕ(x)dx =

0 ∀ Ω′ ⊂ Ω ⇒ ϕ ≡ 0�
��� �� 
�������
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