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���� �������� &��� E 
� ��	��$�� ��� ����� '� ������� �	��� " ���
��
�	 ���	 E� ��
�� ����������� u : D → E �( D �	� 
�� ������ �� N�
���	
� E �	� 
�� ������ �� R )��	�� �� C*� �� ��� 
� �� 	
��� �	� ��	��	

)��	�� �����	�	*� +��	 ��	 ��
� ��	 �� ����� �� �	��� �	�����	��
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� �������	 
� ���	� ��	��	� � �����	�	�

���� �����	
� �� u 	�� �	 ���	 ������	� �� �	����� ������	�	��
���	� u(n) ������	 �	 n ��� u� �����	 �	� �	 ���� �����	 un � �� ����	
�	 u(n)� �� �	����	�� �	 un 	�� �����	�	�� ���	 �	� ���	�� �	 ��
���	 ��� ��� ���� � �	� �	��	� �	 �� ���	� � 	����	 �� ����� �����	� �	
�� ���	 � �� ���	 	��	!�"�	 	�� �� #������� u� ���� �� �	� ���� �����	 ��
���	 �����$�	 ��� �� #���	 (un)n∈D� %�� 	�	���	� �����	 D = N� ��
���	�� �� ���	 ��� �� #���	 (un)n∈N� � 	����	 (un)n≥0� ���������
����	 �	 ���#���� ��	�� � �������	 �� D� �� ���	�� �����	�	�� (un)
� ��	 �	 (un)n∈D�

%�� ���������� ��� �����	���� ���	�� �	 �	� ���	� ���������	� ����
��&��	� � ������ � ���� n = 0� �� �	 ���	 ��	�� ��&��	 ��� ������ ���
�	����� ���� p (p > 0)� �� �	 ���$�	 � ��� ������	�� 	� ������� �� ���	
(vn)n∈N ��&��	 ��� vn = un+p�

'�	 ���	 �	� "��	 ��&��	 ��� �� �����	 ���	 #����	 	�������	 (

un = f(n),

�) f 	�� �	 ���*������� �	 �+�*��	� ������ %�� 	�	���	� �� ���
n ≥ 0 �� ���	 (

un =
√
n2 + 1 ; vn =

5n3 + n+ 1

n4 + 1
; wn =

(
1 +

1

n+ 1

)n

,

�� �*��	�� ����� 	�	���	� �	 ���	� ��&��	� 	�������	�	�� 	� #�������
�	 ��	���	� n� ,��� ���	�� �	 ���	 (un)n∈N 	�� ��&��	 �	 #�-�� ���
�������	� ��� �� �����	 �	 u0 	� ���	 �	������ �	 �����	��	

un = ϕ(un−1) pour tout n ≥ 1,

�) ϕ 	�� �	 #������� 	�������	�	�� ����	� �	 �� �	��	� �	 �����	�
�	 �����	 	� �����	 �	 �	��	 un ���� �� �����.� un−1� %�� 	�	���	�
�� ���	 (un)n∈N �����	 ���

u0 =
1

2
, et un = 3un−1 (1− un−1) pour tout n ≥ 1

� ��� ��	��	�� �	��	� (

u0 =
1

2
, u1 =

3

4
, u2 =

9

16
, u3 =

189

256
etc.

/�� ������ �����	���� ����	� �	� 	�	���	� �������	� ���������� �	 �	
�+�	 �	 ���	� ������	��
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� 	���	 
�����	 ��� ���������� �

���� �����	�
� ����� a � r 
��� ������	 ����	 �� ��������	� ��
������� ���	 ���	���	��� 
� ������� ���� a � 
� ���	�� r� �� 	���
��������� (un)n∈N 
����� ��� u0 = a � un = un−1 + r ���� ��
����� n ≥ 1�

���� ��
�
��	�
� ���� (un)n∈N ��� ����� 	
��������� �� �
����
 ��
��

a �� �� 
	���� r� ���
��

un = a + n r �����

���
 ���� n ∈ N�

��������	�
�� � ���	 �����	 ������ �� ������� ����� ��� ����������
	�� n�
��� ������� �	  ���� ���� n = 0 ���	��� u0 = a = a+ 0× r�
�����	��	!��  ���� " �#��
�� n�
$�����	 ��#���� �	  ���� " �#��
�� n+ 1� �� �%�� �� � un+1 = un + r�
� ��� &'��&(	� 
� ���������� �� � un = a+nr� 
��� un+1 = a+nr+r�
�#�	!"!
��� un+1 = a + (n + 1)r� �� ��� ���� � ��� �� ������� ����� �	
 ���� " �#��
�� n+ 1�
�� ������ ��� (1.1) �	  ���� ���� �� n ∈ N� ��

���� �����	�
� ����� a � r 
��� ������	 ����	 �� ��������	� ��
������� ���	 ��
��	���� 
� ������� ���� a � 
� ���	�� r� �� 	���
��������� (un)n∈N 
����� ��� u0 = a � un = r un−1 ���� �� n ≥ 1�

���� ����� )� 	��� *��������� (un)n∈N 
� ������� ���� a = 0
� 
� ���	�� r �#�	 ���� ��� �� 	��� ���	��� �*��� " +� ,������

�� un = 0 ���� �� n ≥ 0� $�����	!�� ��� ����������� -#����
� �#�	
 ��� ���� n = 0 ���	��� u0 = a = 0� �����	��	 ��� un = 0 ���� ��
������ n� � ������	 ��� un+1 = 0� �� � un+1 = r un� � �#&'��&(	�

� ���������� 
���� un = 0� 
��� un+1 = r × 0 = 0�
�� ������ ��� un = 0 ���� �� ����� n ∈ N�
-� �� �.�� ����(��� �� ����� ��#��� 	��� *��������� (un)n∈N 
�
������� ���� a � 
� ���	�� r = 0  ����� / u0 = a � un = 0 ���� ��
����� n ∈ N

∗�

���� ��
�
��	�
� ���� (un)n∈N ��� ����� ����
���� �� �
����
 ��
��

a �� �� 
	���� ��� ����� r� ���
�� ���
 ���� n ∈ N� �� 	

un = a rn. ���0�



� �������	 
� ���	� ��	��	� � �����	�	�

��������	�
�� � ��� ������ ������	� ��� �����	��	 �� n�
�� �����	 	�� ����	 ��� n = 0 ����	 u0 = a = a r0 (car r0 = 1).
����������� ����	 � ������	 n� 	� �������� ��	��	 	�� ����	 � ������	
n + 1 �  � � un+1 = r un� 	� ��� �!����"�	 �	 �����	��	 : un = a rn�
���� un+1 = r (a rn) � ��	��������	 un+1 = a rn+1� �	 �� ����	 �	 ��
�����	 (1.2) 	�� ����	 � ������	 n+ 1�
 � ������ �	 �� �����	 un = a rn 	�� ����	 ��� ��� n ∈ N� ��
# ����$����	 
�
% ��� ����	���� �$��	�	�� �	� ���	� ��&��	� ���
�� �����	 �	 �	�� �	� ��	��	�� �	��	� u0 	� u1 	� ���	 �	������
�	 �����	��	 ���	 ������	 �	� : un+1 = ψ (un, un−1) �' ψ 	�� �	
���(������� �	 �!�(��	� ������

���� �����	� �	� ���(�	� �	 )�(������� ���� �	� �	��	� �	 �� ���	
(Fn)n∈N� ��&��� ���

F0 = 0, F1 = 1; Fn = Fn−1 + Fn−2 pour tout n ≥ 2.

��� ������ � ����	�� ������	 �	��	� 	�	���	���!�	 �	 ���	� ��	��	� �
�����	�	� ��&��	� ��� �����	��	� 	� ��� �	��	��	� �� �	� ����	� �	
�����	 	�������	 un = f(n) * ��	�� ��������� �	 �����������	 �� �	��	
	��	������	��	�

���
� �� ����	� �� 	� ����������� ������������

���� (un)n∈N �	 ���	 ����������	 �	 ��	��	� �	��	 a 	� �	 ������ r�
 � �	 ������	 �����(��� �� �����	 ������	 ������� �� ����	 �	� n+ 1
��	��	�� �	��	� �	 (un)n∈N +

n∑
k=0

uk =
n∑

k=0

(a+ k r) = (n+ 1) a + r
n (n+ 1)

2
. ,
�-.

/����"� �� ����������� 
�%� �� � uk = a+k r ��� ��� k ≥ 0� �� ����	
�	 ��� �	��	������ �� ����	��� n + 1 ���� �	 �	��	 a� �	 �� ����	

(n+1) a� 	� ���� r ���� �� ����	
n∑

k=0

k = 0 + 1 + . . . + n� �	��	 �	���"�	

���������� �	
���
 ����� � ������ �����������	� �����	�� �
�� �	 �
! "
 !
#
   � #
$�%�	 �
�� �!��� � & �
�$	! 	� ' �� ! ��	 ( � #
�	�� !
� �
�� ) !
�
�#
( 	* �� + � ���%$	 ! �
 � #
  �	! �##������
�! ( ,�� �
��� �	 �,��������( 	 � 
���� � �
��	���� ����� � �	 #
-�* �
�.	!�
� 	��	 �
����	! . . .�� /	! ��.� & !
��
 ����!�! 	� ������	�
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�����	 ��� ���������� �

	���� ��� n (n+ 1)/2� ����� �� ��� �� ���� 	�� ��� ��� ����������
	������ 	�� �� �������

n∑
k=0

k = 1 + 2 + · · · + (n− 1) + n

n∑
k=0

k = n + (n− 1) + · · · + 2 + 1.

�� �

������� ��� �������� ������ ���� 
� �� �������� ����� ���� ��
���� �����	���
�� 
� �� 	����
�� �� ����� �� ���

2
n∑

k=0

k = (1 + n) +
(
2 + (n− 1)

)
+ · · · +

(
(n− 1) + 2

)
+ n+ 1

= (n+ 1) + (n+ 1) + · · · + (n+ 1) + (n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n termes

= n (n+ 1).

��� �� !������ 
�	�����

����� �� ����	
� �� 
� ���������� ���������	�

"��	 �����	 
������� �� !������ 	������ #

n∑
k=0

ak =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1− an+1

1− a
si a �= 1

n+ 1 si a = 1.

$��%&

'��� ����� ��	��	

Sn =
n∑

k=0

ak = 1 + a+ a2 + · · ·+ an, $���&

� ���� � ������� ��� a0 = 1� �� ��������� Sn ��� a� �� �����

aSn = a+ a2 + · · ·+ an−1 + an + an+1, $��(&


�� � ��� 
�������� 
� (1.5) � (1.6)� (1 − a)Sn = 1 − an+1, �� ���

���� �� !������ 
�	����� ���	��� a �= 1�

)� a = 1� �� � ���
����� Sn = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n+1 termes

= n+ 1.



� �������	 
� ���	� ��	��	� � �����	�	�

����� �����	� ���� a � �����	 ��	� � �����	�	 �����	�� �	 
� 	�
���	�� n 	� p �	� �����	� 	���	�� �������� 0 ≤ p ≤ n� �� �

ap + ap+1 + · · · + an−1 + an = ap (1 + a+ · · · + an−p−1 + an−p),

	� ����	 a �= 1� �� � ������� �
� !�

1 + a + · · · + an−p =
1− an−p+1

1− a
.

"��#

ap + ap+1 + · · · + an−1 + an = ap

(
1− an−p+1

1− a

)

� 	����	

ap + ap+1 + · · · + an−1 + an =
ap − an+1

1− a
.

���
� �����	� ���� n ∈ N
∗� $ �����	 �	 �
� !� ������� �� ����	

An =
9

10
+

9

102
+ · · · +

9

10n
.

�� �

An =
9

10

(
1 +

1

10
+ · · · +

1

10n−1

)
. �
�%!

&��'	 1
10
�= 1� �� (����	 �
� ! ����	

1 +
1

10
+ · · · +

1

10n−1
=

1 − 1
10n

1 − 1
10

=
1 − 1

10n

9
10

=
10

9

(
1 − 1

10n

)
.

)� �	����*��� ���� �
�%!� �� ����	��

9

10
+

9

102
+ · · · +

9

10n
= 1 − 1

10n
.

����� ���������� 	������� ������� ��

���	�� a �= 0 	� b �	� ��������	� �����	�	�� 	� ����������� �� ���	�
���	 ��������������������� �����	 ��� �� �����	 �	 u0 	� ��� ��
�	������

un = a un−1 + b pour tout n ≥ 1.



§ �� �������	 
� 	���	 
�����	 ��� ���������� �

���� ��� ���� 	��� (un)n∈N� ���	 �����	 ��������� �� ���� ������� un

�� ������� 
� u0 � 
� n� �� ���� �� �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un = a un−1 + b
un−1 = a un−2 + b
un−2 = a un−3 + b
���
u3 = a u2 + b
u2 = a u1 + b
u1 = a u0 + b

���������	 �� 
������� ������� ��� a� �� ���	���� ��� a2, . . .� �� k�
���� ��� ak−1, . . .� �������
������� ��� an−2� � �� 
������� ��� an−1�
���	 �

�������	�  ���	 	�����������	� �� �!���

un = u0 a
n + b

(
1 + a+ a2 + · · ·+ an−1

)
,

� ����� ��� 
� "��#$� �� 
�
�� %��

un =

⎧⎪⎨
⎪⎩
u0 a

n + b
1− an

1− a
si a �= 1

un = u0 + nb si a = 1.

����� ������	
�	� �
���	� ������	 �	��

&���� a � b 
��� ���	���	 ������	 �� ��������	 ��� �����	� � 	��
(un)n∈N ��� 	��� ���� %��� ���� �� n ≥ 2� �� ��

un = a un−1 + b un−2. "��'$

()�%�� ���	 %���� �����	� ��	 ���������� ������	
�� ���	�*�
��� %���� 
�����

� ������� %������%��� ��	 ������	 
�	 
��� �������	 ����	 u0 � u1� ��
������� "��'$ ������ ��� 	��� (un)n∈N � ��� 	����� +�� %���� �� �����	�
��	 ��	 ���
����	 �������	� "��'$ �
�� ��� ������ 
� 	������	� ()���
�)��	 	��� �� ���	� 
� ,�� ���������� un = rn� �- r �	 ��� ���	���
�������� ��� ������ ���� %�� ���� �� ���� �� n ≥ 2�

rn = a rn−1 + b rn−2,

�� ��� � �� 	�. %�� �� ���!�� �������� r 	�� 	������ 
� ��������

������������	 �		����� * "��'$ /

r2 − a r − b = 0. "��0$



� �������	 
� ���	� ��	��	� � �����	�	�

������� ��� � �������� �	 �	 ������������ a2+4b �	 �
��� ���� ��� ���
����� �
��� ���	� �	� �����	� ��������	� r1 	� r2� �	 �� ����	 ���
�
��� �	� �������� ��� �����������	��	� �

un = rn
1 et un = rn

2 .

�� �	������ �
��� ����� �������	� �� 	�� ����� �	� ��� ��� ����	 �	
��������	� �����	�	� A 	� B� �� ���	

un = Arn
1 + B rn

2 �
�
��

	�� 	����	 ������� �	 �
����

�������� �����	���� � �� ������	 �	� ���������� �������	� u0 	� u1 !
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