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Epreuve 1

Application

Exercice 1

2™
n?—1

On considere la série de fonctions E
n>2
1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

n

- Déterminer S
n? —1

2. On note S la fonction somme de la série Z
n>=2

sur | — R, R].

3. Démontrer que S(z) admet une limite lorsque z tend vers 1 par

valeurs strictement inférieures et déterminer cette limite.

Exercice 2

On considere 1'équation différentielle (E) 2xy’ — 3y = /.
1. Résoudre (F) sur |0, +o00].
2. Déterminer I’ensemble des solutions de (£) sur l'intervalle [0, +o0l.

Probléme
AUTOUR DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Dans tout ce probleme, on note :
- F(R4,R). Pensemble des applications de R4 dans R ;

- F Vensemble des fonctions f : Ry — R, continues, telles que, pour
tout x > 0 réel, la fonction ¢t — f(t)e~** soit intégrable sur R ;

- F' 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R .

Pour tout f dans E, on appelle transformée de LAPLACE de f et on
note L£(f) la fonction définie pour tout x > 0 réel par :

+oo
L(f)() = / f(Hye=tdt.
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1. Question préliminaire

Soient a €R et f : [a,+0o[— R une fonction continue par morceaux.

Pour tout « dans [a, 4+00[, on pose : F(x) = / f(t)dt.

On considere les propositions suivantes :
(i) f est intégrable sur [a, +o0] ;
(ii) F' admet une limite finie en +oo.
Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles entre (i)
et (ii) lorsque :
l.a) f est positive sur [a, +o0] ;

1.b) f n’est pas positive sur [a, +00].

PARTIE I : Exemples et propriétés

2.a) Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de F(Ry, R).
2.b) Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

1.c) Justifier que £ est une application linéaire de E dans F (]R:,]R),
espace vectoriel des applications de ]0, +o00[ dans R

3.a) On considere la fonction U : Ry — R définie par U(t) = 1.
Déterminer L(U).

3.b) Soit A > 0. On considere la fonction hy : [0,400[— R définie
pour tout t € R, par : hy(t) = e~ . Démontrer que hy est dans E et
déterminer L(hy).

4. Soient f dans E et n dans N. On considere g, : t — t"f(t) de
[0, +00] dans R. Pour = > 0, justifier de l'existence de A > 0 tel que

e vt L e pour tout ¢ > A. En déduire que g, est un élément de
E.

5. Transformée de Laplace d’une dérivée
Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +o0o[. Démontrer
que f’ est encore dans F et que 'on a :

Va €0, +ool, L(f")(x) = zL(f)(z) — f(0).
6. Régularité d’une transformée de Laplace
6.a) Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est de classe
C! sur |0, +oo[ et que Pon a L(f) = —L(g1) oll g1 a été définie a la
question 4.
6.b) Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L£(f) est de classe
C> sur ]0, 400 et pour z > 0 et n €N, déterminer £(f)™ (x) & I'aide
d’une transformée de Laplace.
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PARTIE II : Comportements asymptotiques de la
transformée de LAPLACE

Dans toute cette partie, f est un élément de E.

7. On suppose dans cette question que f est dans F.

7.a) Déterminer la limite en +oo de L(f).

7.b) Théoréme de la valeur initiale

On suppose, de plus, que f est de classe C! et croissante sur R, avec
f’ bornée sur R;. Démontrer que EEI—&I}OO zL(f)(x) = f(0).

8. Théoréeme de la valeur finale

On suppose dans cette question que tlgrnoo f(t) = £ ou £ est un réel. Soit
(an)n en une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0.
8.a) Démontrer que f appartient a F.

8.b) Soit n un entier naturel.
+o0

Démontrer que a,L(f)(an) = hn(x)dx ou h, est la fonction
0

définie sur [0, +o00[ par hn(m)e_xf(i)-

Qnp,
8.c) En déduire, a I'aide du théoréme de convergence dominée, que
lim a,L(f)a, =¢.

8.d) Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(x) en 0.
9. Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur Ry et on

+oo
pose R(x) = / f(t)dt pour tout = dans [0, +ool.

xX
9.a) Démontrer que R est une fonction de classe C! sur [0, +oo[ et
déterminer R’. En déduire que, pour tout z > 0 réel, on a :

L(f)(x) = R(0) — zL(R)(x).
9.b) On fixe € > 0. Justifier de I'existence de A réel positif tel que

pour tout t > A, on ait |R(t)| < €. En déduire que, pour tout z > 0, on
a:

A
I£(f)(x) — R(0)| <a:/0 R()|dt + <.

9.c) Démontrer que L(f) se prolonge par continuité en 0 (on précisera
la valeur en 0 de ce prolongement).
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10. Calcul de l’intégrale de Dirichlet
in(t
Ici f est la fonction définie par f(0) = 1 et f(t) = sin(t) pour t > 0

réel.

10.a) Démontrer que la fonction F' : Ry — R définie par

x
F(z) = / f(t)dt admet une limite réelle £ en +oc.
0

(n+1)m
10.b) En considérant la série Z Up, O Uy, = / f(t)dt, démontrer
n>0 nmw
que f n’est pas intégrable sur R, .

10.c) Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour tout
X>0ona:
-1

X
. —xt _
/0 sm(t) e dt = 55‘2——{—1

Démontrer que la fonction ¢ +— e **sin(t) est intégrable sur R..

( — 14 e " (cos(X) + xsin(X))).

+oo
Déterminer alors / e " sin(t)dt.
0

10.d) Déterminer, pour z > 0, une expression simple de L(f)(z) et en
déduire /.

Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant (la démarche de la preuve

étant identique a celle de la question 9) :
Lorsque f dans E vérifie hIJIrl f)dt = ¢, alors lin%) L(f)(x)="¢.
z—+o0 Jq T—s

On notera que, par rapport a la question 9, on a remplacé I’hypothese
X

f intégrable sur R, par 'hypothese hl}rl / f)ydt=1¢
Tr— 100 0
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Solution
EXERCICE 1
1. Notons a,, = pour n > 2.
n—il_ 1 2

) Apr1x" nc —1
Si z # 0, L‘ - .

n 7& apx™ ‘x‘ (n + 1)2 —1 n—ooo ‘JJ’

D’apres le théoreme de d’Alembert pour les séries a termes positifs, > |a,z"|
converge si || < 1 et diverge si |z| > 1. On déduit de la définition du rayon
de convergence que R = 1.

2. V:UE]—l,l[,S(x):i( ! )

o n—1 n+1
D’apres le cours, Ve €] — 1,1[, — In(1 — z) :;3::
Donc Vz €] — 1,1[, —x In(1 — z) :insv—nf
DouVxe|—1,1[,S(x) :—xln(l—x)—inaﬁ:r
wel-Laoh 3 2 =15 = (-0 -a- )
-z

Donc Vz €] — 1,1[\{0}> S(z) = 1n(1_x)+1+§.
On a S(0) = 0 avec la définition de S donnée par 1’énoncé.

Comme lir?i(l —z)ln(l —x)=0,0na linlﬂ, S(z) = ;

EXERCICE 2

1. (E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients
fonctions continues sur U'intervalle |0, +00[. On la résout comme dans le cours.

d 1
(B) < Vz eRY, %(55_3/2.@(93)) = 9.2 = VxGRi,y(x) = A3/ — g
ou A est une constante réelle arbitraire.

2. Si f est solution de (E) sur Ry, f(x) = Az*/2 — g siz>0et f(0)=0.

1
Comme, pour tout CL‘ER:; f(@) = MWz — . flx)
z 2y/x z—0+t T

fonction f n’est pas dérivable en 0. L’ensemble des solutions de (E) sur Ry
est donc I’ensemble vide.
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PROBLEME

l.a) (i) < (i)
1.b) (i) = (ii). Notons que (ii) = (i) est possible si f < 0.

Partie I

2.a) FE est non vide car il contient w : z +— 0.

Si f,geE et AeR, alors A\f + g€C(R4+,R) car ce dernier est un espace
vectoriel, et comme (Af +g)(t)e " = Af(t)e " +g(t)e " et comme les deux
fonctions t — f(t)e™ ™, t — g(t)e”** sont intégrables sur R, la fonction
t— (Af + g)(t)e~*" est intégrable sur R..

On conclut que F est un sous-espace vectoriel de F(R4,R).

2.b) E est donc un R-espace vectoriel. On a F = () car w e F.

Siferl, f(t)e *t = O(e_zt)t = o(t~?) par croissances comparées car z > 0.
—+00
Donc FF ¢ E. Comme ’ensemble des fonctions continues et bornées est un

espace vectoriel, d’apres le cours, on peut conclure que F' est un sous-espace
vectoriel de E.

2.c) Si fe E, pour tout z > 0, L(f)(z) € R. Donc L(f) Ef(Ri,R).

L’intégration étant linéaire, L est est linéaire.

3a)UeP%;EmVxeRf£aD@):%.

3.b) hy € F C FE car, pour tout z € R;,0 < hy(z) < 1.

— A+z)t gp 1
VeeRy, L(hy)(x e\ TEdLE .
() (@) /0 T+ A
4. the T = (t”eizm)ei;t. Par croissances comparées, pour tout x > 0 et

tout nEN,t hT (t”e%m) =0.Donc:dA>0,Vt> A,0 < e < 1.

Par suite, Vi > A,0 < t"e % = g, (t) < e

. —zt . s 1 _92
La fonction t — e™ est continue sur Ry et négligeable devant ¢ — t~° au
voisinage de 400 par croissances comparées. Elle est intégrable sur Ry. Il
s’ensuit que g, qui est continue sur R4 y est intégrable. D’ot VneN, g, € E.

5. Les fonctions f et t — e~ étant de classe C! sur R, par intégration par

Y t= Y
parties, Vy €R7, / ft)etdt = | f()e™"] z—x / f(t)e~tat.
0 t= 0

Comme feFE, /Oy f)e dt ——— L(f)(x).

y—+o00

Comme f est bornée sur R, f(y)e *¥ —— 0.
y—+o0

Donc /O " et dt ——— sL(f) (@) — 1(0).

y—+00
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Comme f est croissante, on a f’ > 0 et, d’apres 1.a), f’ est intégrable sur R .
*

Donc f'e Eet Ve e Ry, L(f")(x) = 2L(f)(x) — f(0).

6.a) Notons F(z,t) = f(t)e *t.

e Pour tout x > 0, t — F(x,t) est intégrable sur R.

e Pour tout t > 0, z — F(x,t) est de classe C! sur RY et

F
V(z,t) €R x Ry g—m(x,t) (et

F
e La fonction (x,t) — ——(x,t) est continue sur Ri x Ry.

ox

F
e Soit a > 0. V(z,t) €[a, +oo[ xR, 8—(:1:,2?)’ < g (t)]e™™ = (t).

ox

Comme g; € F, la fonction ¢ est intégrable sur R.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales paramétrées, L(f) est de
classe C! sur RY et Vo € RY, L(f) (z) = —L(g1) ().

6.b) Montrons par récurrence que L(f) GCOO(Ri, R) et que
Ve N, L(f)" = (=1)"L(gn).
C’est déja prouvé pour n = 1 en 6.a. Soit n € N*.
Supposons que L(f) GC”(Ri,R) et L(f)" = (—=1)"L(gn).
Comme g,, € E, d’apres 6.a), L£(g,) est de classe C! sur Ri et L(gn) = —L(hy)
ol hy(t) = tgn(t) = gnt1(t).
Donc L(f) est de classe C"+! sur RY et £(f)" ' = (—1)" ' L(gn11)-

Le résultat est prouvé par récurrence.
Partie 11

7.a) Soit (zy,)n>0 une suite de [1,4+o00] telle que lim (x,,) = +oo.

ot — f(t)e”*nt est continue sur R . La suite dgg)(;loctions (n)n>0 converge
simplement sur Ri vers i : Ri — R, x +— 0 qui est continue sur Ri.

Vte N, Vne N, [, (t)] < |f(t)]e .

Comme f € E, la fonction t — |f(t)|e™? est intégrable sur R . Il découle alors
+oo +oo

du théoreme de convergence dominée que Yy —— =0

0 n—oo Jo
i.e. lim L(f)(xz,) = 0. De la caractérisation séquentielle de I'existence de
limite on déduit que lirJrrl L(f)(x)=0.
7.b) Comme f € E est de classe C! et croissante sur R, on déduit de 5. que
[ € E et Ve eRY, L(f)(z) = zL(f)(x) — £(0) (%)-

-

X

“+o0
Comme ' est bornée, Vo € R™, |£(f)(@)] < I loe / et gt —
0
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Par théoreme d’encadrement, lirf L(f")(x) =

On déduit de (%) que x lilll L(f)(z) = f(0).

8.a) [ étant continue sur Ry et de limite finie en +oo, elle est bornée sur
R+ i.e. f eF.

8.b) Le changement de variable linéaire z = a,t donne :

VneN,a, L(f)(a,) = /0+°° f(ai)e_xda: = /04‘00 B (x)dx.

n

8.c) h,, est continue sur Ry . La suite de fonctions (h,,),>0 converge simple-
ment sur Ry vers h : x +— fe~* qui est continue sur R,.

VneN, Ve eRy, |hn(2)] < |[flloce™ = @1(2).
Comme ¢; est continue sur Ry et 1 (z) = t=2, elle est intégrable sur R, .
Tr—r10Q

—+o0 —+oo
D’apres le théoreme de convergence dominée, / hy, —— h==~¢.
0

n—oo 0
Donc lim a,L(f)ay) = L.

8.d) De la caractérisation séquentielle de 1’existence de limite on déduit que

. . ¢
mlg& zL(f)(x) = L. Done, si £ # 0,2L(f)(x) 5+ .
9.a) Comme f est intégrable sur R, , Vx € Ry, R / f(t)

R est donc une primtive de la fonction f € C(R,,R). Dol R est de classe C!
sur Ry et R = —f.

Par intégration par parties, pour z > 0,

vy eRY, /0 " f(t)etrdt = [— R(t)e—m] :;’ —a /0 " Ritye-teat (3ok).

y
Comme fGE,/O ft)e " dt ——— L(f)(x).

y—+oo
La fonction R est continue sur R4, comme f est intégrable sur R, elle est
Y

élément de F' C E d’apres 1.2.b). Donc / R(t)e " dt —— L(R)(z).
0 y—too

R étant bornée, R(y)e " ——— 0 car z > 0.
y——+oo

On déduit de (xx) que L(f)(x) = R(0) — zL(R)(z).

“+ o0 x
9.b) Comme f est intégrable sur Ry, R(z) = / f- f — 0.
0

r——+00

Ceci se traduit par : VsGRi,EIAERi,VtGRJF,t <A= |R( )<e

D’apres le théoreme de Chasles et le résultat de 9.a),

Ve e B, |L(f)(z) — R(0)] = (/m ()e~*d|



