Centrale/Supélec Autour de la transformation
Filiere MP 2015 de Radon
Epreuve 1

L’objectif de ce probleme est I’étude d’un certain opérateur intégral agis-
sant sur les fonctions du plan, appelé transformation de Radon. On se
propose d’établir une formule d’inversion et d’interpréter la transforma-
tion en termes de fonctions invariantes sur un groupe de matrices. Enfin
on étudiera une application du procédé dans le domaine de 'imagerie
médicale.

Notations

On note R le corps des nombres réels et M3(R) I'algebre des matrices
carrées de taille 3 x 3 a coefficients dans R. Le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de M3 (R) est noté GL3(R) et son élément neutre,
Is.

Les éléments du plan vectoriel R? seront notés en colonne, pour tout réel

0 on wotera 7 = (S0,

Le plan est muni de sa structure euclidienne canonique, donnée par le

produit scalaire < (21) , (2;) > = 2122 + Y1Y2-

L’ensemble des matrices des rotations vectorielles planes est appelé
groupe spécial orthogonal et noté SO(2), sont élément neutre Is.

onerva o= (o) ) )

I Préliminaires géométriques
Soit G le sous-ensemble de M3(R) des matrices de la forme

— A by
M(A, b) = ( bo ) ol A est un élément du groupe spécial
00 1

orthogonal SO(2) et 7 = (Zl> est un vecteur quelconque du plan
2

euclidien R2.
I.A — Isométries affines directes du plan euclidien
I.A.1) Déterminer un couple dans SO(2) x R? tel que l'on ait
M(A, D) = Is.

. - ;) 37 2
I.A.2) Soient (A, b)et (A, b") dans SO(2) x R=.
Montrer que M (A, ?)M(A’7 ﬁ) = M(AA', AY + ?)
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I.A.3) Montrer que les éléments de G sont inversibles et expliciter
l'inverse de M (A, v ).

I.A.4) Démontrer que G est un sous-groupe de GL3(R).

I.A.5) L’application ® : G — RQ,M(A,?) s B est-elle surjective ?
Est-elle injective ?

I.B — Droites affines du plan

Pour geR et W = (Zl> vecteur unitaire de R?, on note A(q, ) la
2

droite affine du plan passant par le point (quy, quz) et orthogonale & 7.
el +e3 )
V2

I.B.2) Déterminer une équation cartésienne de A(q, up).

I.B.1) Représenter graphiquement A(0, 1) et A(Qa

I.B.3) Montrer qu'une paramétrisation de A(q,u44) est donnée par

z(t) = gcos(f) — tsin(H)
y(t) = gsin(0) + t cos(0)
I.B.4) A quelle condition les droites A(q, @) et A(r, T') sont-elles con-
fondues ?
I.C — Action de G sur les droites

On note D l'ensemble des dr01tes affines du plan et on considere
lapplication ¥ : G — D, M (A, b) — A((Aef| b) Ael).

lorsque t parcourt R.

I.C.1) Représenter U(M (A, 7)) dans le cas ot A = R/ et T = <1>

2
I.C.2) Déterminer U(M (I3, 0)).

1.C.3) Vérifier que ¥ (M (R, qug)) = A(q,uh) ; en déduire que ¥ est
surjective.

1.C.4) Soit H I’ensemble des matrices M (A, ?) de G telles que
W(M(A,T)) = A0, ).

a) Décrire les éléments de H.

o¢

b) Montrer que H est un sous-groupe de G.
¢) Montrer que pour tout g de G, et tout h de H, on a U(gh) = ¥(g).

Pour tout entier n, on note B,, ensemble des fonctions f de classe C!
sur R? & valeurs dans R telles que (z,y) — (22 +3%)" f(z,y) est bornée
sur R2.

Si f est une fonction continue sur R? on appelle transformée de Radon
de f la fonction f définie, 1a ou c’est possible, par

~ +OO
f(g,0) = / f(gcos(0) — tsin(f), gsin(h) + ¢ cos(6))dt.

— 00
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IT Fonctions radiales

II.A — Etude d’un exemple
On considere, dans cette sous-partie seulement, la fonction f définie par
1
V(z,y) € R?, YY) = ————+
@9 €R f@9) = oo
I1.A.1) Etablir que f est dans By.

I1.A.2) Montrer que J?est définie sur R? avec f(q, 0) = T

\1 +q2'
271'/\ R'(q)

1
I1.A.3) On pose R(q) = o (q,0)df). Démontrer que g — ——=
T Jo

1 +oo Rl
est intégrable sur |0, 4+o00[ et que f(0,0) = —/ ﬂdq.

™ Jo q
On pourra, pour calculer cette derniere intégrale, procéder au change-
ment de variable ¢ = sh(u).

I1.A.4) La fonction g est-elle dans By ?
x

11.B — Fonctions radiales : cas général
On suppose dans le reste de cette partie qu’il existe une fonction ¢ de
R, vers R, continue et intégrable sur R, telle que :

\V/(l‘7y) ERQ?f($7y) = 90(\/ 2 +y2)'

1 27

I1.B.1) Pour r € R, calculer f(r) = Py (rcos(t), rsin(t))dt.
T Jo

—+o00
re(r)

I1.B.3) Démontrer que la transformée de Radon de f est définie sur

I1.B.2) Justifier la convergence, pour tout ¢ > 0, de

R? et que : VgeR,,0€R f(q 0) =2 +mﬂdt
I1.B.4) En déduire que :
2m +o0 —
Vq € R+7?(T) = i (qv 9)d9 - 2 rf(r) dT.

27 0

. /r2 — g2
ITI Transformée de Radon d’une fonction de B;

On considere dans cette partie une fonction f appartenant a By et on
—+o00

rappelle que : f(q, 0) = / f(gqcos(8) —tsin(6), gsin(h) + ¢ cos(8))dt.

— o0

II1.A - Vérifier que fest définie sur R2.
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-~ ~

III1.B - Justifier que pour tout ¢ et tout 6 on a f(—q,0 + 7) = f(q,0).
2

-~

- 1
III.C - On pose encore f(r) = Dy (g,0)do
T Jo

II1.C.1) Démontrer que f est de classe C! sur R.
II1.C.2) Démontrer que la fonction 7 — r2f(r) est bornée sur R.

0 0
IT1.C.3) Montrer que si on suppose de plus que 8—f et a—f sont dans
2 Y

Ba, alors 7 +— 7“47 (r) est bornée sur R.
Sous ces hypotheses, on peut démontrer en manipulant des intégrales

doubles que la formule du I1.B.4 reste vraie. Nous admettrons donc dans
la suite que

1 e rf(r)
quR-‘r?% 0 (Q76)d9:2 ; \/Tjdr

IV Formule d’inversion

On souhaite retrouver la fonction f a partir de sa transformée f A cet
1 2r

o f(x cos(OHy sin(f g, 6)d6.

L’objectif est de démontrer la formule d’inversion de Radon :

—1 ("R, ,(q)
V(Jf,y) €R2,f($,y) = 7T/ #dq
0

effet on pose pour z,y € R, R, ,(q) =

IV.A — Résultats préliminaires

oo gt
IV.A.1) Justifier 'existence de l'intégrale ————— et montrer
) & 1 tvVt2 — 1

T
que sa valeur est 5

IV.A.2) Soient ¢ et r fixés tels que 0 < & < r. Avec le changement de
r d 2 _ 22
variables ¢ = r cos(), établir que / el = \/?
e q2\/r? — g2 r2e

IV.B — Etude d’une fonction définie par une intégrale
Soit h une fonction de classe C! sur R, . On suppose que r — r2h(r)
) O th(t)
est bornée et on pose H(q) = = 1dt.
L —
IV.B.1) Montrer que H est continue sur ]0, 400

1
IV.B.2) Montrer qu’au voisinage de +o0o on a H(q) = O(—2>
q
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IV.B.3) Démontrer que si on suppose de plus que r > r*h/(r) est
bornée, alors la fonction H est de classe C! sur |0, +ool.

IV.C - Vers la formule d’inversion 9 9
On considere une fonction f de By dont les dérivées partielles 8—f et 8—f
€z Y

sont dans By. On pose, avec les notations de la partie III :
1 e rf(r)

VgeR,, — q,0)d0 = 2 —_—

o 0 (¢:6) q /r2 — ¢2

IV.C.1) Justifier que F est de classe C! sur |0, +o0[ et qu’au voisinage
1

de 400 on a F(q) = O(f)~
q
IV.C.2) Démontrer :
“+oo F’ F +oo 1 +oo vl
v5>0,/ (Q)dq:—(E)Jrz/ —2( L(7")dr)dq.
€ q € € q q vV r2 — q2
IV.C.3) On admet que 'on peut intervertir les deux intégrales ci dessus
et donc que :

too oo f(r teo "orf(r
/5 (q12 ’ \/%dr)dq:/s ( \/%dq)dr.

€
+oo /( “+oo
g q) f(r)
En déduire que : Ve > 0,/ —dg = —2¢ e
d e g e rVr2—eg?

dr.

dr.

IV.D — La formule d’inversion

0 0
On considere une fonction f dans B; telle que a—f et 8—f sont dans Bs.
x Y

IV.D.1) Etablir la formule d’inversion de Radon pour cette fonction f
au point (z,y) = (0,0).

IV.D.2) Les hypotheses faites sur f sont-elles nécessaires pour que la
formule d’inversion de Radon soit vérifiée au point (z,y) = (0,0) ?

IV.D.3) Proposer une démarche pour obtenir la formule d’inversion de
Radon en tout couple (z,y) a partir de la formule en (0, 0).

V Interprétation et application a la radiographie

La transformation de Radon peut étre introduite dans le cadre plus
général de I'analyse sur les groupes. Le but de cette partie est d’interpré-
ter 'opérateur étudié plus haut en termes de fonctions invariantes sur

G.

V.A - Fonctions invariantes sur GG

Si f est une fonction définie sur R2, on note f* la fonction fo®, définie
sur G par f*(g) = f(®(g)) ol ® : G — R? est la fonction introduite
dans la question I.A.5.
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V.A.1) Démontrer que pour tout g dans G et r tel que ®(r =T on

a f*(gr) = f*(g). On dit alors que f* est invariante par les rotations
du plan, vues comme des éléments de G.

V.A.2) On suppose a présent que f vérifie les hypotheéses permettant
de définir sa transformée de Radon et on va démontrer que f peut
également étre vue comme une fonction sur G, sujette a un autre type
d’invariance.

Démontrer que si deux droites A(qy, Ug;) et A(go, Ug; ) coincident, alors

f(ql, 01) = f(qg, 02). Ce résultat permet de faire ’abus de notation
f(A(q, ug)) = A(q, ) sans qu’il en résulte d’ambiguité.

V.A.3) On définit a present f sur G en composant f par ¥ : on pose,
pour tout g € G, f* (9) = f(\I/( )). Démontrer que f est H-invariante,
c’est-a-dire que pour tous g€ G et he H, f (gh) = f (9).

V.B — Reconstruction en radiographie

Une technique courante en imagerie médicale consiste a mesurer ’inten-
sité d’un faisceau de rayons X avant et apres la traversée d’une certaine
zone. L’objectif étant de déterminer la densité des tissus dans la zone.
L’objectif des dernieres questions du probleme est d’illustrer, dans un
modele de dimension deux, comment la formule d’inversion de Radon
peut étre utilisée dans ce cadre.

On modélise la densité des tissus, exprimée dans des unités convenables,
par une fonction inconnue f nulle en dehors de la zone a étudier et dont
on suppose qu’elle vérifie des hypotheses assurant 1’existence de f.

o I

Figure 1

En supposant que chaque faisceau de rayons X incident est porté par
une droite affine A, et en notant I son intensité mesurée de part et
d’autre de la zone visée, un raisonnement heuristique donne

- /A / (V.1)

ou le membre de droite désigne I'intégrale de f sur la droite A dans un
sens a préciser.
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V.B.1) Proposer une définition rigoureuse du membre de droite de
(V.1) dans le cas ot A = A(q, ).

V.B.2) Expliquer comment la formule d’inversion de Radon permet en
principe de connaitre la densité des tissus dans la zone radiographiée.

Solution

Partie I

LA -

I.A.1) Le couple (I3, ﬁ) convient.

I.A.2) M(A,?)M(A’,?) = M(AA’,A? + 7) par produit par blocs et
SO(2) est un groupe.

I.A.3) Comme A€ SO(2), det(M (A, ?)) =det(A).1 =1 donc M (A, 3}) est

inversible.

M(A, T)MA V) =1 Ad =1 A =A""=R_,
s s = <~ <~
’ AV + T =T V=R,V

I.A.4) G est non vide d’apres 1.A.1).
D’apres 1.A.3), M(A, 7) €eG= M(A, 7)_1 €q.
D’apres 1.A.2), G est stable par la multiplication. Donc G est un sous-groupe
de GLg(R)
I.A.5) ® est clairement surjective mais non injective puisque
@ (R, 3)) = ®(Ray, 7) Donc @ n’est pas bijective.
I.B -
1.B.1) Dessin laissé au lecteur.
1.B.2) A(q, @) est la droite passant par My(qcos(f), gsin(#)) et orthogonale
a 5. Une de ses équations cartésiennes est (z — gcos(#)) + (y — gsin(#)) =0
i.e. xcos(f) + ysin(h) —q=0.
1.B.3) 7 = ue_@ est orthogonal & 7}
t) = qcos(f) — tsin(6
MeA(q,m) < FHeR MM = t1§ < =(?) q_() in(6)
y(t) = gsin(0) + t cos(0)
1.B.4) A(q, ) et A(r, 7) d’équations cartésiennes respectives
xcos(f) + ysin(d) — g = 0 et xcos(d') + ysin(f#’') — r = 0 sont confondues si,
t seulement si, { © ="
ment si, . . —
e sewiement = cos(0) = cos(8) et sin(f) = sin(6’) 0 =0 [2r]
I.C -
I.C.1) Dessin laissé au lecteur.
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1.C.2) U(M(I, 7)) = A(0,2l) = &.
1.C.3) W(M(Ry,q})) = A((Roet| D), Roet) = <(|)¢wm7:wz
Comme Rye{ = @ et (@|q@) =q, on a U(M(Ry, qup)) = Alg, 0h).

I1.C.4) a)Soit A = Ry et T = qug. Alors (M(A ,7) = A(0,2]) si, et

seulement si, A(q,u4) = A(0,e7) si, et seulement si, ¢ = 0 et § = 0 [27]
d’apres 1.B.4) ce qui équivaut a T =TetA= Iy. Donc H = {M (I3, ﬁ)}

b) Vérification facile.
¢) lgh) = b (M(A, B)M (L, 1)) = w(M(A,
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7)) = (g) d’apres 1.A.2).

Partie I1

II.A -
I1.A.1) En tant que fonction rationnelle définie sur R? on, a f € C'(R? R).

Pour tout (z,y) €R2,0 < (22 + y?)f(z,y) < 1. Donc f € B;.

1
I1.A.2 0) — tsin(0 in(@) +t¢ 0) =——— = t).
) Flacos(0) = tsin(0). gsin0) + eos(0)) = 1 ﬁ@)
La fonction t +— f(q,t) est continue sur R et f(q,t) totoo 22 Elle est

2 t oo i
intégrable sur R. / flg, t)dt = { arctan ()] S —
R V1ite V1+q*/Jo V1t

™

7J1+q2'

™

QWOW m

R est de classe C! sur R et R/(q) = (1 Tyq )3/2

R . Lo
(@) = est continue sur Ry et équivalent en

Donc : ¥(q, 6) ERZ,J?(%H) =

1 2m

IL.A.3) R(q) =

La fonction ¢ —

L+ )7
+00 & g+~ q~3. Elle est intégrable sur ]0, +ool.
Le changement de variable ¢ = sh(u) étant ce classe C! et strictement croissant
entre Ry et Ry, donne :

0 —2
ILA.4) V(z,y) €R?, af( V=D y2x+ 5
0 2|x|(2? + y?)?
@+ o | = P — )

of
Comme 6(2,0) == 2[z|, on conclut que 9z ¢ Bs.
ILB - -
I1.B.1) Comme f(rcos(t),rsin(t)) = ¢(r) sir >0, on a f(r) = ¢(r).



