Centrale/Supélec Un théoréme de
Eiliére MP 2013 Jorgens
Epreuve 1

Dans tout le probléme, R? est muni du produit scalaire euclidien ca-
nonique noté (-|-) et de la norme ||| associée. Si Q est un ouvert non
vide de R? et si (k,n) €(N*)2, on note C*(€, R™) I'espace des fonctions
de classe C* de Q2 dans R™.
Si feCH(Q,R"), la différentielle de f au point p de Q est notée df,, ; sa
matrice relativement aux bases canoniques de R? et de R™ est appelée
matrice jacobienne de f en p et est notée Jacf(p).
Si f est dans C2(,R), on dit que f vérifie (1) si et seulement si
0% f 0% f 0% f 2
v,eQ,—,x—,—( ,):1 1).
(z,y) € 55 (2,9) 052 (z,y) 920y (z,y) (1)

On note P, I'ensemble des fonctions polynomiales de degré < 2 de R?
dans R c’est-a-dire les applications de R? dans R de la forme

(z,y) — ax?® + bry + cy? + dx + ey + f ou (a,b,c,d, e, f) € RE.
Le but principal du probleme est de montrer que les solutions de (1) sur
R? appartiennent a Ps.

I Les équations de Cauchy-Riemann

Soient f et g dans C'(R2,R) vérifiant les équations, dites de Cauchy-
Riemann,

af  0Og af dg
or oy " By ow
On définit deux fonctions sur Ri X R par
V(r,6) e Ri x R, f(r,0) = f(rcos(8), rsin(9)) et §(r,0) = g(r cos(d), rsin(6))
Pour n € Z, on note &, 'espace des fonctions f de C? (R:, C) telles que
Ve R, 2" () + tf(t) — n2f(t) = 0.
LA -

I.A.1) Exprimer %(r, 0) et g(r, 6) en fonction de 7,6,
or 00 o7

f . .
g (rcos(0),rsin(0)) et 3 (rcos(@),rsin(h)).
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I.A.2) Pour tout (r,0) €RY x R, montrer

O (o)=Y 09 gy Dy gy = L, OF
E(T,Q)—T X ae(r,@)et aT(T,Q)— . X 80(7",0).

I.B — Pour a € R, soit ¢, la fonction de Ri dans R définie par
*
VEERY, 0o (t) = t*.
I.B.1) Pour tout n € 7, déterminer les réels « tels que @, appartienne
a&p.
I.B.2) Déterminer &, pour n € Z. On discutera séparément le cas n = 0.

I.C — Pour n € Z, soient ¢y, ¢ et ¢, 4 les fonctions de ]R: dans C définies
par
1 [" - .
Cn, (1) = — f(r, 0)e~"0dg

T o o

Cn,g(T) ! / g(r,0)e""%dp.

:% .

I.C.1) Montrer que ¢, ¢ est de classe C! sur R et vérifie

*
VreRY,

* / n
vreRy, (cn,f) (r) = 7Cn7g(7’).
I.C.2) Montrer que ¢, s appartient a &, et que ¢, s est bornée au
voisinage de 0. En déduire I'existence de a,, € C tel que
Vre Rf_, Cn.f (1) = apr™l.

I.C.3) En énongant précisément le théoreme utilisé, établir,

P
Y(r,0) eRY xR, f(r,0) = 1 Inlging
(r,0) eRY f(r,0) pJTWHE_panr e
: . of Of
I.D — Dans cette question, on suppose que les fonctions s et 0 sont
x y

bornées sur R2.
I.D.1) Si n€Z, montrer que la fonction (¢, ¢)" est bornée sur Ri.

0 0
I.D.2) Montrer que les fonctions of et of sont constantes.

ox dy
IT Quelques solutions de (1)

Si I est un intervalle de R, on dit que u € C!(I,R) vérifie (IL.1) sur [ si
et seulement si : VE € I, u(t) (u(t) + 2tu/(t)) = —1 (I1.1)

II.A — Déterminer les fonctions de Py vérifiant (1) sur R2.
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I1.B — En énongant précisément le théoréme utilisé, montrer, si (¢g, ug)
est dans (R*)2, Pexistence d'un intervalle ouvert I de R contenant tg
et d’une fonction u € C!(I,R) telle que u soit solution de (IL.1) sur I et
vérifie u(ty) = up.

I1.C — Soit J un intervalle ouvert non vide de R. Existe-t-il une fonction
polynomiale solution de (II.1) sur J ?

II.D — Soient J un intervalle ouvert non vide de R,

QJ) = {(z,y) eR% 2y € J}> w dans C%(J,R) et W la fonction définie
par : V(z,y) € QJ), W(z,y) = w(xy).

I1.D.1) Montrer que ©(J) est un ouvert non vide.

I1.D.2) Montrer que W est dans C2((J),R) et que I'on a équivalence
entre

i. W vérifie (1) sur Q(J),

ii. w’ vérifie (I1.1) sur J.
I1.D.3) Montrer que W est la restriction a Q(J) d’une fonction de Py
si et seulement si w est affine.

IL.E — Soient Q un ouvert non vide de R?, f dans C2(£, R) vérifiant (1)
sur Q, (a,b) €R?, Q,p 'image de Q par la translation de vecteur (a,b)
et fo la fonction définie sur 0,5 par

V(%y) € Qa,bv fa,b(x7y) = f(l' —a,y — b)
Montrer que f,; vérifie (1) sur Qg .

IL.F — Si (x0,90) est dans R?, montrer qu’il existe un ouvert U de R?
contenant (g, o) tel que 'ensemble des fonctions de C2(U, R) vérifiant
(1) sur U et ne coincidant sur U avec aucun élément de Ps soit infini.

III Un critere de difféomorphisme

III.A — Rappeler la définition d'un C!-difféomorphisme de R? sur R? et
le théoreme caractérisant un tel difféomorphisme parmi les applications
de classe C' de R? dans R2.

Dans la suite de cette partie, on considere o € Ri et F'€CH(R?,R?). On
suppose que pour tout (p, h) € R? x R?, (de(h)\h) > al|hl]?.

Le but de cette partie est de montrer que F' est un C!-difféomorphisme.
III.B — Soient p et ¢ dans R2.

1
IT1.B.1) Vérifier F(q) — F(p) = / dFpii(q—p)(q — p)dt.
0
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I1.B.2) Montrer : (F(q) — F(p)lqg —p) = allq — p||*.

II1.C — Soient a € R? et G I'application de R? dans R définie par
VpeR?,G(p) = |F(p) — a*.

II1.C.1) Si p et h sont dans R?, calculer dG%(h).

IT1.C.2) Montrer que G%(p) +00.

llpll—+oc
II1.C.3) En déduire que G* atteint un minimum global sur R? en un
point pg.
IT1.C.4) Montrer que F(pg) = a.
III.D — Montrer que F réalise un C!-difféomorphisme de R? sur R?.

IV Le théoréme de Jorgens

Soit f dans C?(R?,R) vérifiant (1) sur R2.
2 of of
Pour (:Ua y) € R, soient U(CL‘, y) =T+ 8_x(x7 y)7 U(.QT, y) =y+ a—y(mv y) et
F(a,y) = (u(z,y),v(z,y)).
. o0 f
On suppose dans les questions IV.A et IV.B que W(az, y) > 0 pour

tout (z,y) € R2,

IV.A - Si (x,y) € R?, montrer que Jac F(z,y) — I> (ou I désigne la
matrice identité d’ordre 2) est symétrique positive. En déduire que F
est un C!-difféomorphisme de R? sur R?.

Dans la sui;ce, soient, pour (z, y)ge R2, )

r(z,y) = %(az,y},s(z,y) = ;m—éfy(x’y) et t(z,y) = g—y];(x,y) de sorte

que, pour tout (z,y) €R2 r(x,y) > 0et r(z,y)t(z,y) — s(x,y)? = 1.

IV.B —
IV.B.1) Montrer qu'il existe deux fonctions ¢ et 1 dans C!(R? R)

p(u(z,y),v(z,y) =z - g—i(w,y)

telles que V(z,y) € R?, af
TZJ(U(‘T,y),U(‘T,y)) =—y+ a_y(xay)

IV.B.2) Calculer g—zj((x,y),v(x,y)), a—(p(u(:z,y),v(x,y)),

ov
O O
%E;x’yg’v(g;by)gw%(U(aj’y)’v(aj’y))
p dp I O .
50 90’ 9a’ 90 O fonction de r(x,y), s(z,y) et

t(z,y) (que 'on abrégera en r, s et t).

(que l'on abrégera en
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IV.B.3) Montrer que 9% et 22 sont bornées sur R2.
ou  Ov
- o\ . dp Oy
IV.B.4) Montrer, en utilisant la premiére partie, que u et En sont
U v

constantes.
IV.B.5) En déduire que r, s et t sont constantes.

IV.C — Montrer que les seules fonctions de C(R?,R) vérifiant (1) sur
R? appartiennent & Ps.

Solution

Partie I -

LA -
I.A.1) Comme f est de classe C! sur R?, il en est de méme de f et, par
théoréeme de composition, on a :

% (r,0) = cos(@)%(r cos(0), rsin(0)) + sin(0) Z—ch (rcos(0),rsin(0)).
8f

.o Of : of :
50 —(r,0) = —r sm(&)%(r cos(#),rsin(0)) + rcos(&)a—y(r cos(f),rsin(h)).

I.A.2) De méme, on a :

dg dg : 09 .

e —=(r,0) = cos(#) o (rcos(0),rsin(6)) + sin(0) 2y (rcos(8),rsin(0)).

gg (r,0) = —rsin(0) % (rcos(@),rsin(6)) + r cos(0) g—g (rcos(@),rsin(h)).
Les équations de Cauchy-Riemann impliquent :

99

of . o Of :
o —=(r,0) = — cos(0) 3 (rcos(@),rsin(0)) + sin(f) 92 (rcos(@),rsin(0)).

99 —(r,0) = rsin(@)g(r cos(#),r cos(0)) + rcos(@)g(r cos(0), rsin(0)).

ol dy oz
ag 1 8f 1@ 3f
Done 87“( 6) = r(9(9( 0) et r6(9( r,6) = 8T(T 0).

I.B -

I.B.1) Pour tout a €R, p, € CP(RY,R), ¢, (t) = at® 1, " (t) =a(a—1)t*2.
Yo €E, = VtGRi,(oﬂ —nt* =0 <= a=4n.

I.B.2) L’équation différentielle linéaire homogene t2y” + ty’ — n?y = 0 a ses
coefficients fonctions continues sur 'intervalle |0, +oo] et le coefficient de y”

non nul. L’espace vectoriel £, de ses solutions est un R espace vectoriel de
dimension 2.
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e SineZ*, les fonctions wn et p_, constituent un systéme fondamental de so-
lutions car elles sont solutions d’apres B.1) et (¢, ¢_p) est libre trivialement.
On a donc &,, = Vect(y,,, ¢_,) dans ce cas.

e Sin =0, on a, d’apres B.1) Vect(pg) C &,.
d
fe& = VteRL ')+ f/(t) =0 — VteR*,a(tf/(t)) =

Donc f €& <= 3I(a,b) eR2,Vte R, f(t) = aln(t) + b.

Donc &) = Vect(po, In).

I.C - ~ ~

I.C.1) Notons h : RY x [—m, 7], (r,0) + f(r,0)e~"?. Comme f€C(R% R),
la fonction h est de classe C! sur Ri X [—m,m]. Il s’ensuit que 4 des cing
hypotheses du théoréeme de dérivation sous le signe somme sont vérifiées. Il
nous reste a prouver la condition de domination.

Si [a,b] C RY, notons K = [a,b] x [, 7] compact de R2.

h h
Comme g—(r,ﬁ) 8f(r 0)e~% 1a fonction (r,0) — g—(r, 0) est continue
r r
sur le compact K de ]R2 Elle y est bornée. Soit M € R, tel que
h
V(r,0) € K> g—(r, 9)‘ < M. La fonction constante § — M étant continue
r
donc intégrable sur le segment [—m, 7], toutes les hypotheses du théoreme
T Oh
sont vérifiées. Donc ¢, ¢ ECl(Ri, Cetc, ;(r)=5= o —(r,0)d6.
of ;
; / _ —inf — —an
e g(r) = o /_W o (v, 0)e 0 = / o,
0

d’apres I.A.2). Comme les fonctions 6 +— g(r 0) et 0 — e~ "% sont de classe

C! sur R, par intégration par parties,
™

99 r,0)e”"0dh = |g(r,0)e "’ ’ +ni g(r,0)e"0dp.
o0

La fonction 6 +— g(r,0)e~"? étant 2w-périodique, le « crochet » est nul et 'on

obtient : VrERi,C;Z’f(T) = %Cn,g(r)~

- . . *
I.C.2) Comme g vérifie les mémes hypotheses que f, on a ¢, 4 € C' (R, C) et

oG | Lo |
vreRY,d, (r) = / 29 (r,0)e 00 = a_g( 0)e=m0dp,

in
i.e. VTER+, Chg(r) = —7Cn,f( r).

Il s’ensuit que ¢, s est de classe C? sur Ri et

2 TL2

mn n 1
\V/TER-‘,-’ (1) = r—gcn,g(r) + T—gcn,f(r) = —;C%,f(r) + ﬁcn,f(r).

Donc 7+ ¢y, ¢(r) appartient a &,.
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Soit B la boule unité fermée de (R?,|-||). Comme f est continue sur R?, elle
est bornée sur B. Soit M; € Ry tel que : Y(x,y) € B, |f(x,y)| < M;.

Donc, pour tout (r,6)€0,1] x [—m, 7], |f(r,0)] < M. Il s’ensuit que pour
tout r €10, 1], |cn, #(r)| < M;. La fonction r +— ¢, #(r) est bornée au voisinage
de 0. Or ¢,y €&,. Sin = 0, comme In n’est pas bornée au voisinage de 0, la
seule possibilité est cg ¢ € Vect(gg). Sine Z*, comme &, = Vect ()|, 0—|n|)-
Comme ¢_|,,| n’est pas bornée au voisinage de 0, ¢,y € Vect(g),,). On conclut
que : Vn € Z,3a,, € C,Vr e Ri, Cn, (1) = anr!ml.

I.C.3) Pour re Ri fixé, la fonction 6 — f(r,0) est élément de CL_(R,C), on
déduit du théoréme de convergence normale que sa série de Fourier converge

normalement sur R et a pour somme 6 — f(r,0). Comme ses coefficients de
Fourier exponentiels sont les ¢, ¢(r), on a :

VGE]Rfr@ Zarln inf

D - -
I.D.1) D’apres 1.A.1), si les fonctions g—f et g—f sont bornées sur R?, les
z Y

0
fonctions (9_f sont bornées sur Ri x R. Soit Ms R, tel que, pour tout
r

(r,0) ERi x R, )%(r, 0)‘ < Ms. Alors VrERi,VnEZ, |, £ (1) < Moa.
M

rinl—1

I.D.2) Or ¢}, 4(r) = In|a,r™=1. Donc Vr eRi,VnGZ*, |na,| <

M
Pour n€Z,|n| > 2 fixé, hril e = 0. Donc VneZ,|n| > 2,a, = 0.
r——+oo M

On déduit de I1.C.3) que : Vr €R+,V0 ER, f(r,0) = ap + r(are” + a_1e™ ).
Dot ¥(z,y) €R?, f(2,y) = ao + (a1 + a—1)z +i(a1 — a—1)y.

0 0
Les fonctions —f et —f sont donc constantes sur R2.

oz oy

Partie IT -

II.A - On montre aisément que (x,y) — ax? + bxy + cy? + dz + ey + f vérifie
(1) si, et seulement si, 4ac — b? = 1.

1/1
IL.B - La fonction & : R* x R*, (¢, z) — _2_t< + :U) est de classe Cl sur

Iouvert R* x R* de R2. Il découle du théoreme de Cauchy-Lipschitz pour les
équations différentielles non linéaires et non autonomes qu’il existe une unique
u' = O(t, u) o

, solution définie sur

solution maximale au probleme de Cauchy
u(to) = Ug

un intervalle I ouvert de R contenant %.
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d
II.C - Notons que (IL.1) équivaut a Vt € I, pr (tu®(t)) = —1.
ie. Vi€ I tu?(t) = —t+k,keR.
Il s’ensuit que si v est une solution polynomiale, alors u est constante puisque
deg(Xu?(X)) = 2deg(U) + 1. Ceci est impossible puisque u? = —1 l'est avec
u réel.
II.D -

I1.D.1) Q(J) est 'image réciproque de 'intervalle ouvert I par I’application
continue car polynomiale (x,y) — xy, donc £(J) est un ouvert de R2.

Q(J) # 0 car J est non vide et {1} x J C Q(J)
I1.D.2) L’application (z,y) + xy polynomiale est de classe C* sur R2.
Comme w € C?(J,R), par théoréme de composition, W € C2(2(J), R).
2 2
o) € 90I), G (o) = 0 (o), Gy (9) = (o) et
0*W
0zxdy
2 2 .
V(z,y) €QJ), (wyw” (zy))” — (w'(zy) — zyw" (zy))” =1 (4)-
(1) <= V(z,y) e QJ),w (zy) (w’(:cy) + nyw”(xy)) = —1.
Donc si w’ vérifie (2) sur J, alors W vérifie (1) sur Q(J).
Réciproquement, si W vérifie (1) sur Q(.J), alors w’(t) (w'(t) + 2tw” (t)) = —1
pour tout ¢ € J en posant (x,y) = (1,¢). Donc w’ vérifie (1) sur J.
II.D.3) Si w est affine, il existe a,b€R tel que Vt € J,w(t) = at + b.

Alors, pour tout (z,y) € Q(J), W(z,y) = axy+b; W est la restriction a Q(J)
d’un élément de Ps.

(z,y) = zyw” (zy). Donc W vérifie (1) sur Q(J) si, et seulement si,

Réciproquement, supposons que W est la restriction a (J) d’un élémet de

2W 2
P5. Les fonctions —— et —— sont des constantes «, 3 sur (J).
2 Ox? 0y? b ()
2 2
D’autre part, ——-(z,9) = y*w” (2y), == (r,y) = 2>w” (zy). Si w” n’est pas

Ox? 0y?
la fonction nulle sur J, il existe tg € J \ {0} tel que w”(tp) # 0. On peut alors
trouver (zo,%0) € R? tel que zoyo = to et axd # By2 : absurde. Donc w” = 0
sur J et donc w est une fonction affine.

II.E - Vérification immédiate.

II.LF - De la question précédente, on déduit que l'on peut supposer que
(z0,Y0) E(R*)2. Soit tg = woyo et ug €R*. D’apres I1.B), il existe un inter-
valle ouvert J contenant tq et une fonction u € C!(J,R) telle que u(tg) = uo,
vérifiant (II.1) sur J. Pour toute primitive w de w sur J, la fonction W
définie en IL.D. est solution de (1) sur U = (J). Compte tenu des cons-
tantes d’intégration, il existe une infinité de fonctions de C(U,R) vérifiant



