Chapitre 2

Rappels sur les suites et
fonctions numériques

2.1 Généralités sur les suites

2.1.1 Limite d’une suite

Définition 1. Limite d’une suite
Soit (uy) une suite de réels et soit [ € R. On dit que (u,) converge vers [
S

Ve > 0,dN € N, tel que, Vn > N, |u,, — | < e.

Remarque 1

On peut traduire cette définition, en disant qu’une suite converge vers [, si quel
que soit U'intervalle ouvert centré autour de [, il existe un rang a partir duquel
tous les termes de la suite sont dans cet intervalle.

ZEI ——————————————— . o~ o

Rang a partir duquel tous les

termes sont dans 'intervalle
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Nous allons utiliser cette définition pour démontrer un des résultats qui suit.

Auparavant nous aurons besoin de rappeler la propriété de densité de Q dans
R.

Propriété 1. Q est dense dans R

Y(z;y) € R?, avec z <y, Ir € Q, tel que z <7 < y.

Remarque 2
Cette propriété, combinée a la définition de la limite d’une suite, va pouvoir
s’exprimer de maniére séquentielle.

Propriété 2.
Pour tout nombre réel z, il existe une suite (r,) de nombres rationnels qui
converge vers x.

Preuve.

Si x est rationnel, la suite constante dont tous les termes sont égaux a x
convient.

Si x est irrationnel, alors, par densité de Q dans R, il existe un nombre rationnel
rotel que : x — 1 < rp < .

On construit ensuite la suite (r,,) par récurrence.

On suppose avoir construit pour n € N les nombres r,, tels que :

1
rmEQetldl<a—r, < —

n
Par densité, il existe alors un nombre rationnel 7,11 tel que :

T+ 7T,
2

<Tpt1 <.

1

Montrons alors que : 0 < x — rp41 < onil
On a rp41 < o donc x — rp4q > 0.

T+, T+ T,
< rpy1, alors —rp 1 < — 5

Par ailleurs, puisque :

Ainsi : N .

T+ x—r
T—Tpi1 < T — 2n§ 2n§§(:z—rn) 1 1
Et donc d’aprés 'hypothése de récurrence : x — 141 < 3 X on = g




2.1 Geénéralités sur les suites

15

T+ Tn
2
r
n I Tn+1 T
r —Tnp
r —Tnp
2

Ainsi entre deux termes successifs de
la suite (r,,), la distance par rapport a
x est au moins divisée par deux.

Si on choisit un réel e strictement po-
sitif, on pourra donc trouver un rang
& partir duquel tous les termes de la
suite (r,) seront & une distance de z
inférieure a e.

Nous avons bien trouvé une suite de
rationnels convergeant vers le réel x.

Définition 2. Suite divergeant vers +oo
Soit (uy,) une suite de réels. On dit que (uy,,) diverge vers +oo si :

VM > 0,dN > 0, tel que, Vn > N,u, > M.

Remarque 3

Ce que l'on peut traduire, par : quel que soit le réel M strictement positif, il
existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite seront plus grand que

M.

2.1.2 Suite bornée

Définition 3. Suite bornée

Soit (uy,) une suite de réels. On dit que (uy,) est bornée si :

M > 0, tel que, Vn € N, |u,| < M.

Remarque 4

A ne pas confondre avec : Vn € N,IM > 0, |u,| < M, qui est une proposition

qui elle est toujours vraie.

2.1.3 Sens de variation

Définition 4. Sens de variation

Soit (uy,) une suite de réels. On dit que :
> (uy) est croissante si : Vn € N, upy1 — uy, > 0.
> (uy,) est décroissante si : Vn € N, up 1 — uy, < 0.
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Remarque 5

Un+1
nt est

Si pour tout n € N, u, # 0, alors on peut étudier si le quotient
Unp,
supérieur ou inférieur & 1.

Propriété 3. Suite convergente
Toute suite convergente est bornée.

Propriété 4. Suite croissante majorée
Soit (u,) une suite croissante et majorée par un réel M.
Alors, (uy,) est convergente.

Remarque 6

> On a un résultat équivalent pour une suite décroissante minorée.
> La réciproque de cette propriété est fausse. En effet, une suite conver-
gente n’est pas nécessairement monotone.

2.1.4 Suites adjacentes

Définition 5. Suites adjacentes
On appelle suites adjacentes deux suites (a,,) et (b,) telles que :

1. (ay) est croissante,

2. (by,) est décroissante,
3. lim b, —a,=0.

n—-+o0o

Propriété 5.
Soient (a,) et (b,) deux suites adjacentes.
Alors ces deux suites admettent la méme limite.

Exemple 1

On cherche a approcher y/a a la maniére des babyloniens (début du deuxiéme

millénaire avant J.C).

On définit deux suites (ay,) et (b,) par :
> ag = E(y/a) (partie entiére de /a, notée également |/a]), by €]v/a; +oc,

a
> ap = a;
ay, + by,

> bn+1 = 9
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Nous allons montrer que (a,) et (by,) sont adjacentes et convergent vers y/a.

Montrons que : Vn € N, a,, < a < b,.
La propriété est vraie pour n = 0, par construction de ag et by.
Par ailleurs :

bni1 Z\/a<:>’an'|_b7122\/a

b3+bn22\/5

< a—2by,/a+b2 >0
< (ya—1b,)?>0.

—

Cette derniére proposition étant toujours vraie, nous avons bien que :

bn-{—l 2 \/a
a a Y ns
De plus, a,11 = —— < — = v/a. L’encadrement est donc vérifié.

bn—i—l o \/a
Montrons maintenant que : (a,) est croissante et (b,,) est décroissante.

an + by, an — by,

bn—l—l_bn—T_bn:

< 0, car d’aprés I’encadrement montré pré-

cédemment, a,, est inférieur a b,,.
La suite (by,) est donc décroissante.
a

a - .. .
Qpy1 — Qp = — — >0, en utilisant le sens de variation de la suite (by,).
bn-{—l bn
Ainsi la suite (a,) est croissante majorée par y/a, elle converge donc vers un
réel a.
La suite (b,,) est décroissante minorée par /a, et converge donc vers un réel 3.

On passe 4 la limite dans les relations définissant ces suites, et on obtient :

a= % et 8= OHQ—B.
Ce qui donne :
a+p
b=
— 28 = a+p
= 20 = %+,B
— 28* = a+p?
= B = 4a car 3 est un nombre positif
a a
Ainsi, a = — = — = V.
B Va
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Appliquons cette méthode pour approcher v/2, en choisissant : a = 2, ap = 1
et bo = 2.

an b,

1 2
1,333333333 | 1.500000000
1,411764706 | 1,416666667
1,414211438 | 1,414215686
1,414213562 | 1,414213562

B w N = O3

On obtient donc une bonne approximation de v/2 (a 107?), a I'aide de seule-
ment douze opérations décomposées en quatre additions, quatre divisions et
quatre divisions par deux.

2.2 Suites classiques, comparaison

2.2.1 Suites arithmétiques

Définition 6. Suite arithmétique
Une suite arithmétique (u,) est donnée par son premier terme ug, sa raison
r et est telle que pour tout entier n :

Up+1 = Up + T

Propriété 6.
Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. On a alors que :
> VmeN, VneN, n>m, u, =upy+ (n—m)r,

n 1 .
DVnEN,Zui:(n+ )(;LO+U).
i=0

2.2.2 Suites géométriques

Définition 7. Suite géométrique
Une suite géométrique (u,) est donnée par son premier terme ug, sa raison
q et est telle que pour tout entier n :

Un+1 = qUn.




2.2 Suites classiques, comparaison 19

Propriété 7.
Soit (uy,) une suite géométrique de raison g. On a alors que :
>VmeN, VneN, n>m, u, =q" "up,
n 1— qn+1
> Siq#l,VnGN,Zui:uoi
=0 1-q

2.2.3 Suites arithmético-géométriques

Définition 8. Suite arithmético-géométrique
Soient ¢ et r deux réels, (u,) est une suite arithmético-géométrique si pour
tout entier n :

Up+1 = qUp + T

Remarque 7

r

Il suffit alors de travailler avec la suite intermédiaire v, = u, + ——, pour

obtenir ’expression de u,, en fonction de n.

En effet, avec v,, = u,, +

r
1 et un+1 = qun+7r, on obtient pour tout entier n :

r r r r
Unt1 = un+1+—:qun+r+—ZQ(un+_+7>
q—1 q—1 g aqlg—1)
+T(q—1)+r LT
Ce qui nous donne, pour tout entier n :
v, = vpq"
r n
= Upt+ —— = uo + q
-1 q—1
— up, = (u+——=)¢"+——
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2.2.4 Suites homographiques

2.2.5 Définition

Définition 9. Suite homographique
Soient a, b, c et d des réels, ¢ # 0, (uy,) est une suite homographique si :

b
Uuo GR, et Vn € N, Un+1 = %
n
ar+b
On pose f(x) = p—t

> Sil’équation f(x) = x posséde deux solutions « et /3, alors la suite (vy,)

définie par : v, = est géométrique. On peut donc exprimer u,

. Uy — 3
en fonction de n.
> Sil’équation f(z) = = posséde une unique solution «, alors la suite (vy,)

définie par : v, = est arithmétique.

n

2.2.6 Comparaison

Définition 10. Comparaison
On considére deux suites (z,) et (y,) telles que (y,,) ne s’annule pas & partir
d’un certain rang.
> (xy,) est dite négligeable devant (y,), si z,/y, tend vers 0.
On note x, = o(yy).

> (z,) et (yn) sont équivalentes si z,,/y, tend vers 1.
On note x, ~ Yn.

> (xy,) est dite dominée par (y,), si z,/yn, est bornée.
On note z, = O(yy).

Remarque 8
Dans le cas ou y,, s’annule, la relation de domination se définit par une inégalité
(3C > 0, AN € N, Vn < N, |z,| < Clynl), et la relation d’équivalence par :

Tn — Yn = O(yn)

2.2.7 Suites de référence

> Suite divergeant vers +oo
Pour @« > 0, 8 > 0, k > 1, on note ci-dessous les suites par ordre
de dominance. Une suite est négligeable devant les suites situées a sa





