1 - Raisonnement, vocabulaire ensembliste,

calculs algébriques

Rappels de cours

Un ensemble est un symbole «doté de vertus» que l'on a coutume d’attribuer a
une collection d’objets. Pour écrire que z est élément de E, on écrit x € F.

L’ensemble sans élément est noté (.

Les ensembles sont susceptibles de satisfaire a certaines relations. Nous considérons
comme comprise la notion de relation R.

On appelle négation de R, notée (non R) et alors non(non R) est R.

e Conjonction : c’est la relation (notée R; et Rs). Elle est vraie si Ry et Ry le
sont.

e Disjonction de deux relations R1, Ry (notée Ry ou Rs). Elle est vraie si 'une
au moins des deux est vraie.

e Implication (notée Ry = Rj) est : Ry ou (non Ry).
e Equivalence : (notée Ry <= Ry). C’est (R1 = Ry et Ry = Ry)

e Raisonnement par I’absurde :
montrer R; = R» est équivalent & : montrer (non Rs) = (non R;).

e Relation d’inclusion : si E et F sont deux ensembles, on dit que E est contenu
dans F ou F est une partiede FF'sizxe E =z € F.

e Relation d’égalité : E=F si E C Fet F C E.

e Quantificateurs
Pour tout z, la relation R est vérifiée : Vz, R.

Il existe = tel que R soit vérifiée : Iz, R.
non (3x€ E,R) <= (Vz € E, non R)
non (Vz € E,R) <= (Jx€E, non R)
e Opérations sur les parties d’'un ensemble.

e P(E) ensemble des parties de I'ensemble E.
. CE(A) = E\ A = A le complémentaire dans E de la partie A.
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e Intersection et réunion de deux ensembles

r€ANB < (z€A)et (zeB)
r€AUB < (z€A)ou(z€B)

C,0) =Eet ¢ (E) =0,

C,AuB) = (c@)ncm) et canB) = (o) v (c,m)
ANA=A;AnNB=BNA; ANn(BNC)=(AnB)NnC.

AUA=A; AUB=BUA; AU(BUC)=(AUB)UC.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

Si AN B =0, on dit que A et B sont disjoints.

e Produit cartésien de deux ensembles

C’est 'ensemble des couples (z,y),z € E et ye F. Il est noté E x F.

e Relations binaires. R est dite

réflexive, si Vx € E, xRz,

symétrique, si V(z,y) € E?, 2Ry = yRz,

antisymétrique, si V(x,y) € B2, (xRy et yRza) = = =y,

transitive, si V(x,y,2) € E3, (zRy et yRz) = 2Rz,

R est une relation d’ordre si elle est réflexive, antisymétrique, transitive.
R est une relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique, transitive.

On appelle classe d’équivalence de x pour la relation R, I’ensemble des y de
tels que zRy.

Les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence R sur FE, sont non vides,
deux a deux disjointes de réunion F.

On dit que z est congru & y modulo a dans R (on note x = y [a]) §'il existe k € Z
tel que z — y = ka.
On dit que z est congru & y modulo n dans Z (on note = y [n]) s'il existe k€Z
tel que z —y = kn.

Applications
e Une application f de F dans F associe a tout élément x de E' un unique élément
y de F que l'on note y = f(x).

e La restriction de f & A C F est f‘A A Fox— f(z).
e Si A C E, on note 14 la fonction caractéristique de A. C’est 'application de E

1 sized
dans {0,1} définie par 14(z) = {0 size( (A)
EBE

e Image directe de A C F est la partie f(A) ={f(z)e F |z e A}

o Image réciproque de B C F par f est f~1(B) = {x € E| f(x) € B} i.e. 'ensemble
des antécédents des éléments de B.

e Si feF(E,F)et geF(F,G), on définit g o f € F(E,G) par la formule
VzeE, (9o f)(z) = g(f(x)).
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o fEF(E,F) est injective si deux éléments distincts de E ont des images
distinctes, ce qui s’écrit :
V(QJ7$,) EEQ,I 7é ' = f(x) 7é f(l‘/)
ie. V(z,2') € E% f(z) = f(o') = 2 = 2.
o f€F(E,F) est surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par
fi.e.
(VyeF,3z € E,y = f(x)) i.e. f(E)=F.
e f € F(E,F) est bijective si elle est & la fois surjective et injective i.e. si
Vye F,Alzec E,y = f(x).
e La composée de deux applications injectives (resp. surjectives, resp. bijectives),
est injective (resp. surjective, resp. bijective).
Dans ce dernier cas, (go f)™' = f~tog™h

Enoncés des exercices

. Montrer AUB=ANC < BCACC.

. Montrer (AUB)\C =(A\C)U(B\CO).

AUBC AUC
.M011trer.{AmBCAmC:>BCC’.

. Soient A et B des parties d’'un ensemble FE.
Montrer : BC A < VX eP(E), ( ANX)UB=AN(XUB).

. Soient A et B des parties d’un ensemble E. On définit f : P(E) — P(A) x P(B),
X (XNA,XnNB).
a. Donner une condition nécessaire et suffisante d’injectivité de f.

b. Idem avec la surjectivité.

. Soit f une application de F dans lui-méme.
Montrer que f est bijective si, et seulement si, pour toute partie A de E on a
f(A) = f(A) ou A désigne le complémentaire de A dans E.

. Soit f une bijection de N sur lui-méme.
a. Si pour tout n €N, f(n) < n montrer f = Id.
b. Idem si ’on suppose Vn €N, f(n) > n.

c. On suppose enfin : Vn€N, f(n) # n. Prouver que {n€N | f(n) < n} et
{n eN ‘ f(n) > n} sont des parties infinies de N.
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Soit E un ensemble. Montrer que la relation R relation définie sur P(E) par :
ARB < A=BouA=B8B

est une relation d’équivalence.

. Soit R la relation définie sur R par : 2Ry <= xe¥ = ye®.

a. Montrer que R est une relation d’équivalence.

b. Pour tout nombre réel x préciser le cardinal de la classe d’équivalence de z.

1 1
Montrer <n+ >:<p>+<p+ >++(n> si0<p<n
p+1 D P D
a. Par récurrence sur n.

b. En utilisant (k) = <k+1) - < k )
p p+1 p+1

c. Déterminer des nombres réels a, 8,7, d, € tels que, pour tout k € N*,

k(k—1) k(k —1)

—1)(k—-2
kE?=a————~L 4 Bket kgzvk(k J(k=2) +46 + ek.
n2 " " 6 2
Retrouver alors Z k, k? et Z k3.
k=1 k=1 k=1

Soient E un ensemble de cardinal net A, = {f: E — N | > f(z) <p}oupest
zeE

un entier naturel fixé.

. . n+py\ ..
Montrer par récurrence sur n que A,, contient ( ) éléments.
n

x — my + m?z = 2m
Soit () mr — m?*y + mz = 2m  oumeR.
3

mx + y — m’z =1—m
A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes et en discutant suivant les
valeurs de m préciser, dans les cas ou ce systeme admet des solutions, la nature
géométrique de I’ensemble de ces solutions.

ar + by + z =«

On considere le systeme (X;) x + aby + z = B ou(a,b,a,B,7) ER®.
T+ by +az =7y

A T'aide d’opérations élémentaires sur les lignes et en discutant suivant les valeurs

de (a,b, a, B,7) préciser, dans les cas ou ce systeme admet des solutions, la nature
géométrique de I’ensemble de ces solutions.

Soient f une application de E dans F' et Ay, As deux parties de E. Montrer que
a) A1 C Az = f(A1) C f(A2).

b) f(A1UAy) = f(A1) U f(A).

c) f(Al N Ag) C f(A1) N f(A2) avec égalité si f est injective.

d) f(A1)\ f(A2) C f(A1\ Az) avec égalité si f est injective.
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Soient f une application de F dans F' et By, By deux parties de F'. Montrer que
a) B1 C By = f~(B1) C f(B2).

b) f7H(B1UBy) = fH(B1) U f~1(Ba).

¢) [7TH(B1NBy) = fHB1) N fH(Ba).

d) f7H(Bi\ Bz) = f~H(B1) \ f1(B2)

Soient f une application de F dans F' et g une application de F' dans G.
a) Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

b) Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

Solutions des exercices

. Supposons AUB=ANC.

BCAUB=ANC C Adonc B C A.
Deméme ACAUB=ANnCcCdouAcCC.
Réciproquement si B C A C C alors AUB=Aet ANC =Adou AUB=ANC.

. Siz €(AUB)\C alors ou bien « € A ou bien z € B mais, comme z ¢ C, cela montre

que ou bien z € A\ C ou bien z € B\ C, ce qui prouve (AUB)\C C (A\C)U(B\C).
Réciproquement si z €(A\ C) U (B \ C) alors x est soit dans A soit dans B donc
dans AU B mais z ¢ C donc z €(AU B) \ C.

En définitive on a montré : (AU B)\ C = (A\C)U (B\ C).

. Soit = € B, distinguons deux cas :

eoubienz€eAdetalorsze ANBCANC CC,
eoubien z ¢ Adoncxe(AUB)\AC (AUC) cCC.

Dans tous les cas x € C. On a effectivement montré B C C.

. Supposons B C A. Soit X € P(E).

(ANXCAet BCA)= (ANX)UBCA

etaussi ANX C X = (ANX)UBCXUB,donc (ANX)UBC AN (X UB).
D’autre part si z€ AN (X U B) ou bien z € X et alors z € AN X, ou bien x € B.
En fin de compte z €(AN X) U B. En résumé (ANX)UB =AN (X UB).
Supposons (AN X)U B = AN (X U B) pour tout X € P(E).

En particulier lorsque X =& cela donne @ UB = ANB C Adou B C A.

ca. f(@)=(9,0)=f (CE(A U B)) et donc une condition nécessaire d’injectivité

est AUB=F.
Réciproquement si cette égalité est vérifiées et si f(X) = f(Y),

W

/

Solutions
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omaX=XNAUB)=(XNAUKXNB)=(YNAUXYNB)=Y.

Une condition nécessaire et suffisante d’injectivité est donc AU B = E.

b.Si f(X)=(ANB,2) alors XNA=ANB dot XNANB=ANDB =& donc
AN B =& est une condition nécessaire de surjectivité.

Réciproquement si cette condition est remplie et si (Y,Z)eP(A) x P(B
posant X =Y UZonaXNA=YUZ)NA=YNAU(ZNA) =
YCAet ZNAC BNA=g.Deméme XNB = (YNB)U(ZnNB)
d’ouf(X) = (Y, Z), ce qui montre que f est surjective.

Par suite f est surjective si, et seulement si, AN B =d.

), e
Ya
= Z,

. Supposons f bijective et soit A€ P(E).

Sized et ye f(A) alors f*(y)€A donc = # f~'(y) et, par injectivité de
[y f(@) #y, dou f(z) € f(A). _

De méme si y€ f(A) alors f~(y) €A car, sinon y = f(f~(y)) € f(A), donc
yEf(Z). En résumé f(Z) = f(A).

Supposons réciproquement que, pour tout A€ P(E), f (Z
Si (z,y) € E*etx # y,si A= {z} alors y € A, donc f(y) € —A {f(x)}
ce qui montre que f(z) # f(y) et, donc, f est injective.

D’autre part f(E) = f(E) = f(@) =@ i.e. f(E)=F et f est surjective.

En définitive f est bijective.

) = F(4)
F(4) =1

. a. Procédons par récurrence.

On a f(0) < 0 par hypothese d’ott f(0) =0

Si Pon suppose l'existence de n€N tel que k€[0,n] = f(k) = k alors, par
hypothese, f(n + 1) < n+ 1 et, comme f(n+ 1) ¢ {f(0), f(1),..., f(n)} par
injectivité de f, il vient f(n+1) =n+ 1.

Par théoreme de récurrence f = Id.

b. Procédons de méme.

Si kg est Pantécédent de 0 alors, par hypothese, 0 = f(kg) = ko, d’out ko = 0.

Si Pon suppose l'existence de n€N tel que k€[0,n] = f(k) = k alors, en
notant k41 l'antécédent de n + 1, on a n+ 1 = f(knpt1) = kni1 et, comme

fkny1) € {f(0), f(1),..., f(n)}> nécessairement k1 ¢ [0,n], d’ott ky41 = n+1.
Par théoreme de récurrence f = Id.

c. Soit X = {n eN | f(n) < TL}a supposons que cet ensemble est fini.

La question b. et 'hypothese f # Id montrent que X est non vide. Soit p son
maximum. Alorsn > p+1= f(n) >n d’ott f([p+1,+00[) C [p+ 2, +o0.
Comme f est surjective, nécessairement [0,p + 1] € f([0,p]) qui est au plus de
cardinal p + 1 : c’est impossible. Par suite X est infini.

De méme soit Y = {nEN | f(n) > TL}a alors f(Y {kEN | (k) < k:} car f

est bijective. Comme pour tout k €N, f~1(k) # k le début de la question montre
que f(Y) est infini et, donc, Y aussi.

. Soient (4, B,C) € (P(E))’.

A=A= ARA, R est réflexive. .
ARB = (A =BouA= B) = (B =AouB= A) = BRA, R est symétrique.
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(ARBetBRC) = (AzBoquE) et (B:CouBzﬁ)
d’ott (A=Cou A=C) puis ARC, R est transitive.
Par suite R est une relation d’équivalence.

. a. Soit (z,y, 2) €R3.

ze® = xe® = rRu.

TRy = ze¥ = ye® = ye¥ = ze¥ = yRu.

(acRy et sz) = ze¥ = ye” et ye® = ze¥ = we
suite R est une relation d’équivalence.

—x

=ye Y = ze ? = 2Rz, par

b. On vient de voir : 2Ry <= f(x) = f(y) ou l'on a posé f : z — ze *.
f est dérivable sur R avec, pour tout x €R, f'(z) = (1 —z)e™™ d’ou le tableau

x —00 0 1 +00
1(z) + 1 + 0 -
fl@) |—oc0 0 / 1/e N\, 0
Par suite f réalise une bijection de | — oo, 1] sur | — 0o, 1/€] et aussi une bijection
de [1, +o0] sur ]0,1/e].
Siz < 0oux=1/e alors la classe de z est réduite & z, sinon elle contient deux
éléments.

s "k n+1
a. Notons P, la propriété : Vp €[0, n], Z = )
p

k=p p+1
0 1N ., .
<0> =1= (1) d’ou Py.

Supposons P,, et soit p €]0,n],

S ()5 () () )+ () (522),

1 2
De plus si p =n + 1 alors nt =1= nt > d’ou Ppyg.
p p+1

b. Tout d’abord <k>+< F ):(k—i—l) <k> <k+1>—( F )
D p+1 p+1 D p+1 p+1
k‘ n

Posons xp = (p+1> sip<k<n, alorsZ( > Zﬂﬂkﬂ—wk):xnﬂ—%p

k=p p

k=
o "k n+1 n+1
par télescopage, donc;<p>—<p+1>_<p+l> <p+1)'
c. k(k—1) = k% — k donc (a, 8) = (2, 1) convient.
De méme k(k —1)(k —2) = k3 — 3k% + 2k dott k(k —1)(k—2) +3k(k—1) = k> — k
d’ott (v,4,¢) = (6,6, 1) convient.

s ()= ()=
== (o) o ()= (1) (1)

W

/
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(n+ 1)n(n — 1)+(n +1)n  n(n+1) n(n+1)(2n+1)

soit Sgnz 2 n6 - 5 ) G [Q(n_1)+3} = 5
sepe=or (3) o2 (o) 2 ()
() O
_(nt 1)n("4_ DO =2 L s nn—1) + @
_ @[(n—1)(n—2)+4(n—1)+2} - W(Tﬂ—kn) _ 7"2(": Dl

11. Ay = N? de cardinal 1 = (g)

Pour ceux que le cas n = 0 effraie on va traiter le cas n =1 : A; est en bijection
1
avec [0, p] de cardinal p+ 1 = <p-1k >
+p
n
Fixons xo dans E, alors E\ {zo} est de cardinal n et f € A, 11 si, et seulement si,
il existe k dans [0,p] tel que f(zo) =ket > f(z)<p—k.

Supposons que A,, est de cardinal et soit E de cardinal n 4 1.

z€E\{zo}
Silonnote By = {f : E\{mo} = N| > f(z) <p—k} alors (Bo,Bu,...,Bp)
z€E\{zo}
’ p P intp—k
est une partition de A, 11 d’ott card(A,+1) = anrd(Bk) = Z ( )
k=0 k=0 "
n+p
4 1
soit card(A,+1) = Z (n) = <n Zi—; ) d’apres 'exercice précédent.

l=n
Cela termine la récurrence.

12. On effectue Ly «— Ly — mLq et Ly «— L3 — mL; puis Ly < L3 et on obtient le
T — my + m?z = 2m
systeéme équivalent (1+m?)y — 2miz = 1 —m—2m
m(1—m?)z = 2m(1 —m)

e Si me{0,1} les deux premiéres lignes sont indépendantes et la troisieme ligne
est 0 = 0, 'ensemble des solutions est donc une droite.
e Si m = —1 les deux premieres lignes sont indépendantes et la troisieme ligne est
0 = —4, 'ensemble des solutions est vide.
e Sinon les trois lignes sont indépendantes, I'intersection des trois plans est réduite
a un point.

13. Si a = 1 la condition de compatibilité est « = § = v et on obtient le plan
d’équation x + by + z = . Désormais a # 1.
Effectuons Ly <« Ly —algz et Ly « Lo — L3 puis Ly < L1 + Lo, on obtient le
2-a—a)z =a+8—(a+1)y
systéme équivalent bla—1)y + (1-a)z = 0—7
T + by + az = 7y



