
Chapitre 1

Symétries de l’espace-temps

Le but de ce chapitre, bien que stricto sensu ce ne soit pas un chapitre de super-
symétrie, est d’introduire tous les concepts centraux nécessaires pour la construc-
tion de modèles supersymétriques. Les sections 1.1 et 1.2 ont trait au groupe et à
l’algèbre fondamentale de la relativité. Sa maîtrise permettra d’aborder sainement
la structure mathématique qui sous-tend la supersymétrie, à savoir les superal-
gèbres et en particulier la superalgèbre de Poincaré, dont l’exercice 1.2.2 permettra
d’appréhender les représentations. La section 1.3, et en particulier l’exercice 1.3.3,
est incontournable pour pouvoir comprendre la construction des lagrangiens faite
explicitement dans le chapitre 2. Elle permettra également de se familiariser avec la
manipulation délicate des indices spinoriels. Cependant, le lecteur pourra admettre
ces identités sans compromettre sa compréhension de la supersymétrie.

Il faut également noter que les notations des exercices 1.1.1, 1.1.2, 1.2.1, 1.2.2
et 1.3.1 ne sont pas celles usuellement adoptées en physique. À cet égard, le lecteur
pourra consulter la discussion du chapitre 12. Cependant, lorsque dans le chapitre
2, nous considérerons des théories de jauge non-abéliennes, nous retournerons aux
notations standards communément choisies en physique et les relations de commu-
tation de l’algèbre feront apparaître explicitement un facteur i.

Notons enfin que dans le texte qui suit, les générateurs de l’algèbre de Lorentz
dans la représentation vectorielle (respectivement spinorielle, orbitale) seront notés
Jµν (respectivement Γµν , Lµν) alors que Mµν dénotera une représentation géné-
rique.

1.1 Groupe et algèbre de Lorentz

1.1.1 Générateurs de l’algèbre de Lorentz − Représentation
vectorielle

Soit ηµν = diag(1,−1,−1,−1) la métrique de Minkowski et xµ, yµ deux quadri-
vecteurs. Le produit scalaire entre x et y est défini par x · y = xµyνηµν . Une
transformation de Lorentz est une transformation linéaire xµ → x′µ = Λµνxν qui
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préserve le produit scalaire entre x et y.

1 Montrer que les matrices Λ satisfont à la condition,

ΛtηΛ = η ,

où Λt est la matrice transposée de la matrice Λ.

2 On considère maintenant une transformation de Lorentz infinitésimale, Λµν =
δµν + εµν , où δµν est le symbole de Kronecker et εµν ∼ 0.

2.a Montrer que l’on a,

εµν =
1
2
ωαβ(Jαβ)µν ,

(Jαβ)µν = ηαµδβν − ηβµδαν ,

avec ωαβ ∈ R. Les paramètres de la transformation sont tels que ωαβ = −ωβα.
2.b Montrer que les matrices Jαβ satisfont les relations de commutation,[

Jαβ , Jγδ
]

= ηβγJαδ − ηαγJβδ + ηδβJγα − ηδαJγβ .

Les matrices Jαβ sont les générateurs de l’algèbre de Lorentz dans la représentation
vectorielle. L’algèbre de Lorentz est conventionnellement notée so(1, 3).

3 On considère maintenant n transformations successives de paramètres 1
nωαβ .

3.a Montrer que quand n tend vers l’infini, on obtient la transformation,

Λ = e
1
2ωαβJ

αβ

.

Les matrices Λ de la forme ci-dessus, continument connectées à l’identité, appar-
tiennent au groupe de Lorentz noté SO0(1, 3).

3.b Calculer B1(ϕ) = exp(ϕJ01) et R3(θ) = exp(θJ12). Interpréter B1(ϕ)
et R3(θ).

3.c Si B1(ϕ) est une transformation de Lorentz reliant un référentiel R à
un référentiel R′ animé d’une vitesse u rectiligne et uniforme suivant l’axe Ox1,
montrer que,

u = −c tanhϕ .

En déduire la loi de composition des vitesses.

1.1.2 Algèbre de Lorentz - Opérateurs de Casimir
On définit J i = Jjk (i, j, k en permutation circulaire) et Ki = J0i.

1.a Montrer les relations de commutation (i, j, k en permutation circulaire),[
J i, Jj

]
= Jk ,

[
J i,Kj

]
= Kk ,

[
Ki,Kj

]
= −Jk .

1.b On pose N j = 1
2 (Jj + iKj), N̄ j = 1

2 (Jj − iKj), montrer,[
N i, N j

]
= Nk ,

[
N̄ i, N̄ j

]
= N̄k ,

[
N i, N̄ j

]
= 0 .

Conclure quant aux représentations de l’algèbre de Lorentz.
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Les transformations ci-dessus sont valables dans le complexifié de
so(1, 3), so(1, 3)C = so(1, 3) ⊗ C. Les paramètres de la transforma-
tion deviennent complexes, c’est-à-dire que maintenant so(1, 3)C est un
espace vectoriel complexe et non plus réel, alors que so(1, 3) était un es-
pace vectoriel réel. Cela montre donc que so(1, 3)C ∼ sl(2,C)⊕sl(2,C).
Si l’on considère la forme réelle correspondant à l’algèbre de Lorentz, il
faut se rappeler que N i et N̄ i sont complexes conjugués l’un de l’autre
et donc qu’en fait so(1, 3) ∼ sl(2,R)⊕sl(2,R). En particulier, N̄ i∗ = N i

et la forme réelle est obtenue avec 1
2 (N i+N̄ i) = J i et 1

2i (N
i−N̄ i) = Ki.

Dans la littérature, on voit parfois écrit que so(1, 3) ∼ su(2) ⊕ su(2),
ce qui n’est pas tout-à-fait exact.

2 Montrer que les opérateurs Q1 = 1
2JµνJ

µν et Q2 = 1
4εµνρσJ

µνJρσ, où εµνρσ
est le tenseur de Levi-Civita, commutent avec tous les générateurs de l’algèbre de
Lorentz (Q1 et Q2 sont les opérateurs de Casimir du groupe de Lorentz). Calculer
explicitement Q1 et Q2.

1.1.3 SO0(1, 3) et SL(2, C)

Dans cet exercice, on se propose de montrer la relation entre les groupes SO0(1, 3)
et SL(2,C). On introduit les matrices σµ = (σ0, σi) et σ̄µ = (σ0,−σi) où σi sont
les trois matrices de Pauli et σ0 la matrice identité 2× 2.

1 Soit xµ les composantes d’un quadrivecteur. On noteX = xµσµ (σµ = σνηνµ).
Exprimer xµ en fonction de X. Quel est le déterminant de X ? Interpréter.

2 Montrer que si X se transforme sous l’action de SL(2,C) (c’est-à-dire sous
l’action des matrices complexes 2× 2 de déterminant un) de la façon suivante,

X ′ = MXM†, M ∈ SL(2,C) ,

on a det(X ′) = det(X). En déduire qu’à une telle transformation correspond une
transformation de Lorentz Λ dont les éléments de matrice sont donnés par,

Λµν =
1
2
Tr
(
σ̄µMσνM

†) .
3 Montrer que la transformation −M ∈ SL(2,C) conduit à la même transfor-

mation de Lorentz.

On dit que SL(2,C) est le groupe de recouvrement universel de
SO0(1, 3) et on a SO0(1, 3) = SL(2,C)/Z2. L’application ci-dessus, de
SL(2,C) −→ SO0(1, 3) est un homomorphisme 2 : 1 − à deux éléments
distincts de SL(2,C) correspond un unique élément de SO0(1, 3). Au-
trement dit, −1, 1 étant l’identité, est dans le noyau de l’application
précédente.
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1.2 Algèbre de Poincaré

1.2.1 Algèbre de Poincaré - Générateurs
Définissons l’élément d’intervalle spatio-temporel ds2 = dxµdxνηµν .

1 Montrer que les transformations les plus générales qui préservent ds2 sont de
la forme,

x′µ = Λµνxν + aµ ,

où Λ est une transformation de Lorentz et aµ une translation dans l’espace-temps.
Montrer que les transformations ci-dessus forment un groupe, appelé le groupe de
Poincaré ISO(1, 3). Nous notons (Λ, a) un élément générique du groupe de Poin-
caré.

2 On introduit les générateurs des translations Pµ et les générateurs des trans-
formations de Lorentz Jµν , dans la représentation vectorielle (voir exercice 1.1.1).
Calculer,

(Λ, a)Jµν(Λ, a)−1 et (Λ, a)Pµ(Λ, a)−1.

En déduire que l’algèbre de Poincaré (noté iso(1, 3)) s’écrit,

[Jµν , Jρσ] = ηνσJρµ − ηµσJρν + ηνρJµσ − ηµρJνσ ,
[Jµν , P ρ] = ηνρPµ − ηµρP ν ,
[Pµ, P ν ] = 0 .

3 Montrer que Lµν = xµ∂ν − xν∂µ et Pµ = −∂µ engendrent une représentation
de l’algèbre de Poincaré.

4 Soit Wµ = 1
2εµνρσP

νLρσ l’opérateur de Pauli-Lubanski. Calculer les commu-
tateurs [Mµν ,Wα] et [Pµ,W ν ]. En déduire que PµPµ etWµW

µ sont des opérateurs
de Casimir, i.e., commutent avec tous les générateurs de l’algèbre de Poincaré.

1.2.2 Représentations du groupe de Poincaré - Petit groupe
Dans cet exercice, nous nous contenterons de mettre en évidence les petits groupes
pour les particules massives et non-massives. On notera de manière génériqueMµν

les générateurs de l’algèbre de Lorentz.

1 Que peut-on conclure du fait que les opérateurs Pµ commutent ? Si l’on consi-
dère maintenant un vecteur propre de Pµ, déterminez l’action de l’opérateur Pµ
sur son transformé de Lorentz.

2 Montrer que les représentations sont caractérisées par les valeurs propres de
PµP

µ. On rappelle que l’impulsion est −iPµ et que donc,

−m2 = PµP
µ,

où m est la masse de la particule.
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3 On se place dans le cas massif, i.e., m 6= 0. Quel est le petit groupe ? Que
devient WµW

µ ? Conclure.

4 Montrer que le petit groupe pour les particules non-massives est ISO(2),
c’est-à-dire le groupe des rotations-translations en deux dimensions.

Le petit groupe ISO(2) étant non-compact, ses représentations uni-
taires sont de dimension infinie. Comme on préfère en général avoir
des représentations de dimension finie, on représentera les générateurs
des translations T1, T2 par zéro, et le petit groupe, appelé petit groupe
court, deviendra dans ce cas SO(2). Il existe cependant des représen-
tations unitaires pour lesquelles T1, T2 ne sont pas nuls ; on parle alors
de spin continu.

On se place dans le cas du petit groupe court SO(2). Que devient WµW
µ ?

Conclure.

1.3 Spineurs

1.3.1 Spineurs de Dirac et de Weyl

Soient γµ =
(

0 σµ

σ̄µ 0

)
les matrices de Dirac. On rappelle que les matrices σµ et

σ̄µ ont été introduites dans l’exercice 1.1.3.

1 Montrer que les matrices γ engendrent l’algèbre de Clifford,

{γµ, γν} = 2ηµν ,

et en déduire que les matrices γµν = 1
4 [γµ, γν ] satisfont l’algèbre de Lorentz. Un

spineur de Dirac, par définition, se transforme sous le groupe de Lorentz à partir
des matrices γµν ; un tel spineur est noté ψD.

2 La représentation ci-dessus est-elle irréductible ?
Indication : On considèrera la matrice γ5 = iγ0γ1γ2γ3.

3 On définit maintenant,(
λL
0

)
=

1
2

(1− γ5)ψD et
(

0
χ̄R

)
=

1
2

(1 + γ5)ψD .

Montrer que λL (respectivement χ̄R) se transforme sous le groupe de Lorentz à
partir des matrices σµν = 1

4 (σµσ̄ν−σν σ̄µ) (respectivement σ̄µν = 1
4 (σ̄µσν−σ̄νσµ)).

4 On note M = exp
(

1
2ωµνσ

µν
)
et M̄ = exp

(
1
2ωµν σ̄

µν
)
. Montrer que,

M = exp
(
− i

2
~θ · ~σ − 1

2
~ϕ · ~σ

)
et M̄ = exp

(
− i

2
~θ · ~σ +

1
2
~ϕ · ~σ

)
,
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où θi = ωjk (i, j, k sont en permutation circulaire) et ϕi = ω0i.

5 En déduire que pour la représentation spécifiée par les matrices σµν (respecti-
vement σ̄µν), on a N i = − i

2σ
i et N̄ i = 0 (respectivement N i = 0, et N̄ i = − i

2σ
i).

Les notations utilisées, sont celles de l’exercice 1.1.2. Les matrices ci-
dessus engendrent les représentations spinorielles de l’algèbre de Lo-
rentz (spineurs de Weyl) ; les spineurs se transformant à partir des ma-
trices σµν (respectivement σ̄µν) sont appelés spineurs gauchers (res-
pectivement spineurs droitiers), ils sont dans la représentation ( 1

2 , 0)
(respectivement (0, 1

2 )) du groupe de Lorentz (voir la forme des ma-
trices N i et N̄ i et les résultats standards de SU(2)).

6 Montrer que la matrice complexe conjuguée de M , notée M?, est équivalente
à M̄ , c’est-à-dire qu’il existe une matrice P telle que,

M̄ = PM?P−1 .

En déduire que les spineurs gauchers sont complexes conjugués des spineurs droi-
tiers.

On dit que les représentations ( 1
2 , 0) et (0, 1

2 ) de so(1, 3) sont iso-
morphes aux représentations 2˜ (représentation complexe de dimension
2 de sl(2,C)) et 2˜? (la complexe conjuguée de 2˜).

1.3.2 Spineurs de Majorana

On considère les matrices de Dirac sous la forme introduite dans l’exercice 1.3.1.

1 On note γt (respectivement γ∗, γ†) la matrice transposée (respectivement
complexe conjuguée, hermitique conjuguée) de la matrice γ, déterminer les matrices
A±, B± et C± telles que,

γµ† = ±A±γµA−1
± ,

γµ∗ = ±B±γµB−1
± ,

γµt = ±C±γµC−1
± .

Quelle relation a-t-on entre les matrices A,B,C ?

2 On choisit conventionnellement B− = iγ2 et C− = −iγ0γ2 (et on omet l’indice
−) de sorte que γµ∗ = −BγµB−1 et γtµ = −CγµC−1. Un spineur de Majorana ψM
est un spineur pour lequel ψ∗M = BψM .

2.a Montrer qu’un tel spineur existe et est de la forme,

ψM =
(

ψL
ψ̄R = −iσ2ψ∗L

)
.
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2.b On introduit le conjugué de Dirac1, ψ̄D = ψ†Dγ0, et le spineur conjugué
de charge ψcD = Cψ̄tD. Montrer que pour un spineur de Majorana, ψcM = ψM .

3 On introduit maintenant la notation de van der Waerden pour les spineurs
gauchers et droitiers, ψL → ψLα et ψ̄R → ψ̄R

α̇ (voir conventions en fin d’ouvrage).
3.a Justifier les notations pour un spineur de Dirac,

ψD =
(
λα
χ̄α̇

)
, avec χα =

(
χ̄α̇
)∗

.

Comment s’écrit un spineur de Majorana dans ces notations ?
3.b Montrer que la structure indicielle des matrices σµ et σ̄µ est,

σµ −→ σµαα̇ , σ̄µ −→ σ̄µα̇α .

3.c Quels sont les indices spinoriels des matrices σµν et σ̄µν ? Est-ce cohé-
rent ?

1.3.3 Identités fondamentales

Cet exercice est technique et utile pour démontrer certains résultats de supersy-
métrie (pour les notations, voir chapitre 11 en fin d’ouvrage). Soient ψ, λ, χ trois
spineurs gauchers et λ̄, χ̄ deux spineurs droitiers. On suppose que les composantes
des spineurs anticommutent. On note ψ · λ = ψαλα et ψ̄ · λ̄ = ψ̄α̇λ̄

α̇.

1 Montrer que ψαλα et ψ̄α̇λ̄α̇ sont des scalaires et que ψασµαα̇λ̄
α̇ est un vecteur.

2 Montrer les identités suivantes :

2.a ψ · λ = λ · ψ .
2.b (ψ · λ)† = ψ̄ · λ̄ .

2.c σ̄µβ̇β = σµαα̇ε
αβεα̇β̇ .

2.d ψ̄σ̄µλ = (λ̄σ̄µψ)† = −λσµψ̄ .
2.e ψσµσ̄νλ = λσν σ̄µψ .
2.f χα(ψ · λ) = −ψα(χ · λ)− λα(χ · ψ) (identité de Fierz).
2.g 1

2εµνρσσ
ρσ = −iσµν , 1

2εµνρσσ̄
ρσ = iσ̄µν .

2.h σ̄µσν σ̄ρ + σ̄ρσν σ̄µ = 2 (ηµν σ̄ρ + ηρν σ̄µ − ηµρσ̄ν) .
2.i σ̄µσν σ̄ρ − σ̄ρσν σ̄µ = 2iεµνρσσ̄σ .
2.j σµαα̇σ̄µβ̇β = 2δαβδα̇β̇ , σµαα̇σµββ̇ = 2εαβεα̇β̇ .

3 Nous allons montrer les identiés utilisées dans la construction du superespace
dans les exercices 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5. On introduit θα et θ̄α̇ ainsi que ∂α et

1Dans l’exercice 1.3.1 les spineurs droitiers sont notés ψ̄R alors que dans cet exercice nous
notons l’opération de conjugaison de Dirac ψ̄D. Bien que les notations (bar) soient similaires, ces
deux opérations sont distinctes. En outre, il ne subsiste aucune ambiguïté car la première agit
sur des spineurs à deux composantes alors que la seconde sur des spineurs à quatre composantes.
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∂̄α̇ satisfaisant {∂α, θβ} = δα
β et {∂̄α̇, θ̄β̇} = δα̇

β̇ (on ne donne que les anticommu-
tateurs non-nuls). Montrer les identités suivantes :

3.a θαθβ = − 1
2θ · θ ε

αβ , θ̄α̇θ̄β̇ = 1
2 θ̄ · θ̄ ε

α̇β̇ , θαθ̄α̇ = 1
2θ σ

µθ̄σ̄µ
α̇α .

3.b ∂ · ∂ (θ · θ) = −4, ∂̄ · ∂̄ (θ̄ · θ̄) = −4 .
3.c ψ1 · θ ψ2 · θ = − 1

2θ · θ ψ1 · ψ2 , θ · λ θ̄ · ε̄ = − 1
2θσ

µθ̄ ε̄σ̄µλ .

3.d θσµε̄ θ · ψ = − 1
2θ · θ ψσ

µε̄, εσµθ̄ θ̄ · ψ̄ = − 1
2 θ̄ · θ̄ εσ

µψ̄ .

3.e εσµθ̄ θ · ψ = − 1
2θσ

µθ̄ ε · ψ − θσν θ̄ εσµνψ ,
θσµε̄ θ̄ · ψ̄ = − 1

2θσ
µθ̄ ε̄ · ψ̄ + θσν θ̄ ε̄σ̄

µνψ̄ ,
θσµθ̄ θ · ψ = − 1

2θ · θ ψσ
µθ̄ .

3.f θσµε̄ θσν θ̄ = 1
2θ · θθ̄ · ε̄η

µν + θ · θ θ̄σ̄νµε̄ ,
θσµθ̄ θσν θ̄ = 1

2θ · θθ̄ · θ̄η
µν .

3.g (σµθ̄)α θσν θ̄ = 1
2 θ̄ · θ̄ (σµσ̄νθ)α .

3.h (σµθ̄)αθ̄ · λ̄ = − 1
2 θ̄ · θ̄ (σµλ̄)α .

3.i (θσµσ̄ν)α (σρσ̄σθ)α = 1
2θ · θ Tr(σµσ̄νσρσ̄σ)

= θ · θ(ηµνηρσ + ηρνηµσ − ηµρηνσ − iεµνρσ) .
3.j ψσµνλ = −λσµνψ.

1.3.4 Covariants bilinéaires de Dirac

Le but de cet exercice est d’établir quelques propriétés sur les spineurs à quatre
composantes.

1 Soit ψD un spineur de Dirac. On introduit les fonctions bilinéaires en ψD,
ψ̄DψD, ψ̄Dγ5ψD, ψ̄DγµψD, ψ̄Dγ5γµψD et ψ̄DγµνψD. Écrire tous les bilinéaires dans
les notations de van der Waerden (c’est-à-dire à partir des spineurs à deux compo-
santes).

2 Soient Ψ1 et Ψ2 deux spineurs de Majorana. Montrer que Ψ̄1γµΨ2 et Ψ̄1γµνΨ2

sont antisymétriques en 1, 2 alors que Ψ̄1Ψ2, Ψ̄1γ5Ψ2 et Ψ̄1γ5γµΨ2 sont symétriques
en 1, 2.

3 On introduit,

γµνρ =
1
6

(γµγνγρ + γνγργµ + γργµγν − γµγργν − γνγµγρ − γργνγµ) .

Montrer que,

γµνρ = iεµνρσγ5γσ .

Montrer également que,

− i

2
εµνρσγµνγ5 = γρσ ,

où γµν = 1
4 [γµ, γν ].




