1. Un probléme de mise en jambes

1.1. Enoncé : commande optimale d’un systeme gouverné
par une équation différentielle linéaire —

L’objet de ce probleme est I’étude d’un systeme gouverné par une
équation différentielle linéaire dont le second membre dépend d’une fonc-
tion u(-) appelée «commande» (ou «contrOle»), et la recherche d’une
«commande optimale» minimisant un critere donné.

1.1.1. Rappels —  Une fonction () : [0,T] — R< est dite continue par
morceaux sur [0, T si elle est continue sur [0, T'] ou s’il existe un nombre
fini de points tp =0 < t; < ... < tp_; <t =T telsque:

— (-) est continue sur chaque intervalle [¢t;_;,¢t;[,i=1,...,k;
—entoutt; 4 =1,...,k — 1), p(-) admet une limite a gauche et une
limite a droite ;
— ¢(-) admet une limite a droite en ¢, et une limite a gauche en 7.
Pour une telle fonction, on convient d’adopter (sans perte de généralité) sa
version continue a gauche sur [0, 7'] et continue a droite en 0, ¢’est-a-dire
que:
— (t;) = p(t; ) (limite a gauche de () ent;) pourtouti=1,...,k;
— (0) = p(0*) (limite & gauche de (-) en 0).
L’ensemble des fonctions ¢(-) : [0,7T] — R4 ayant les propriétés
décrites ci-dessus est un espace vectoriel réel, noté C/([0, T'], R9). 1l peut
étre structuré en espace préhilbertien grace au produit scalaire :

T
(olY) = /0 (), ¥(t)) dt,

ot (-, -) désigne le produit scalaire usuel sur R?.

Une fonction z(-) : [0,7] — R? est dite C' par morceaux sur [0, T
sielle est C' sur [0, T'] ou s’il existe un nombre fini de points to = 0 < ¢; <
oo <tp—p <tp=Ttelsque:

— 2(-) est C' sur chaque intervalle 1t;_,t;[,i=1,...,k;
—entoutt; (i =1,...,k — 1), x(-) aune dérivée a droite 1z 4(t;) et cette
dérivée a droite est égale a ©(t}) ;

1



—entoutt; (i=1,...,k—1), z(-) aune dérivée a gauche & ,(t;) et cette
dérivée a gauche est égale a (¢, ).
Une telle fonction est nécessairement continue sur [0, 7], dérivable

sur [0, T'] privé des points ¢, ..., t;_1, et & est continue par morceaux sur
[0, T7]. On prolonge @(-) aux points t; en posant :

#(0) := &(07) et &(¢;) := &(¢t; )pourtouti=1,...,k

de sorte que la nouvelle fonction ainsi définie sur [0,7'] se trouve dans
Ch([0,T],R%. L’ensemble des fonctions z(-) : [0,7] — R¢ C! par
morceaux sur [0, T'] est un espace vectoriel réel noté C' ]1\/[([07 T1,R%). Toute
fonction () € Car([0, T], R?) est (bornée et) intégrable sur [0, T'] (au sens
de RIEMANN) ; on peut donc définir :

t
z(-):t € [0,T] — x(t) = / p(s)ds.
0

Alors, z(-) € C},([0, T, R%) avec :

i) = pO)sitFts;
T.(t;) = @@ pourtouti=0,...,k—1;
T_(t;) = ;) =pE;)pourtouti=1,... k.

Inversement, si z(-) € C}W([O,T],R), on a toujours la représentation
intégrale

T
x(t):x(0)+/ i(s)ds, te[0,T).
0

1.1.2. Premiére partie —  Soient A € #,(R), b(-) € Cp([0,T],R™),
et o € R™. On définit :

t
t € 0,71 a(t) := ey +/ e~ 94p(s) ds. (1.1)
0
1. — a) On suppose dans un premier temps b(-) continue sur [0, T'].
Rappeler brievement pourquoi z(-) définie en (1.1) est I’'unique solution
dans C'([0,T],R™) du probléme de CAUCHY suivant :
Z(t) Ax(t) +b(t) pourtout t € [0,T];
z(0) 0.



b) On suppose a présent b(-) € Cps([0,T], R™). Montrer que x(-)
définie en (1.1) est I'unique fonction de C' ]1\/[([07 T1,R™) vérifiant :

T(t) Ax(t) + b(t) en tout point ¢ ol z(-) est dérivable ;
z(0) = z

Par extension, on dira encore que x(+) est solution du probleme de CAUCHY
noté en abrégé :

() = Ax()+bt) sur[0,T7;

z(0) = xo.

Soit K € A, ., (R) avec m < n. A toute fonction u(-) € Cps ([0, T], R™)
on associe le probleme de CAUCHY que voici :

@(t) = Ax@t)+ Ku(t) sur[0,T7];
(%) { z(0) = x.

(1.2)

On dit que u(-) est la commande (ou le controle) du systeme décrit par
I’équation différentielle (1.2). On désigne par x,(-) 'unique solution de
(Gu)-

2. — Soit v(-) € Cp ([0, T],R™).
Montrer qu’il existe y,(-) € C}w([O, T1,R"™) tel que :

2 c R7 V’U,() S CM([07 T]7 Rm)a Tytdv = Ty + )‘yu-

Préciser le probleme de CAUCHY dont y, est solution.
Soient «, (3, v des réels positifs ou nuls. On considére la fonction
J : Cp([0, 7], R™) — R définie par :

T
J(w) ;=/ [allza®|P + Bllu® 2] dt +7eu(D?
0

modélisant un coiit que 1’on cherche a rendre minimal.

3. — Montrer que A € R — J(u + A\v) est une fonction polynomiale
du second degré en A dont on explicitera les coefficients. Quel est le signe
du coefficient de \? ?

4.— a) Montrer qu’il existe une unique fonction z,(-) € C''([0, T], R™)
telle que
{ Zu(t) —ATz,(t) — 2a,(t) sur[0,T];
2u(T') 2z, (T).



b) Exprimer

T
(2a(T), yo(D)) +2a /0 (a(8), yo D)) dE

a ’aide d’une intégrale faisant intervenir K, v et z,,.

5. — a) Déduire des questions précédentes que la dérivée en 0 de la
fonction A — J(u + Av) est

T
/ (KT 2,(t) +2Bu(t), v(t)) dt.
0

b) Montrer que uy(-) € Cps([0,T],R™) est un minimiseur de J sur
Cun ([0, T7,R™) si et seulement si :

K72, (t) +2Buo(t) = 0

pour tout t € [0, T'].

1.1.3. Seconde partie — Soit U une partie convexe fermée (non vide)
de R™ ; on définit %, 4 comme I’ensemble des u(-) € Cy([0,T],R™) tels
que u(t) € U en tout point ¢ de continuité de u(-).

Uqq est U'ensemble des commandes admissibles pour notre systéme
gouverné par I’équation différentielle (1.2)'-!.

6. — a) Montrer 1’équivalence suivante, relative a la commande u(-) €
Cm([0, TT,R™):

u(:) € Uaq < u(t) € U pour tout t € [0,T].

b) Montrer que %,4 est une partie convexe fermée (non vide) de
Car ([0, T],R™) (pour la topologie d’espace préhilbertien définie a partir
du produit scalaire (.|.) rappelé au début).

7. — Montrer que uy(-) € %,q est un minimiseur de J sur %, si et
seulement si : pour tout v(-) € %,q et toutt € [0,T7],

(KT 24, (t) + 2Buo(t), v(t) — uo(t)) > 0. (1.3)

U = R™ dans la premiére partie du probleme ; U = [—a, +a]™ est un exemple
fréquent dans les applications.



8. Application. — Dans I’exemple qui suit, on auran =2 et m = 1.
On choisit U = [—a,+a], et £k > 0 est un coefficient donné. La position
d’un modele sur la droite réelle a I’instant ¢ € [0, T'] est repérée par p(t), et
I’évolution de p(t) est régie par 1’équation différentielle scalaire du second
ordre suivante : A

Pt) = —ku(?). (1.4)

Ici u(:) € Cp([0, T, R), u(t) € [—a,+a] pour tout t € [0,7], et on
entend par (1.4) une fonction p : [0,7] — R dérivable et dont la dérivée
p(-) est C' par morceaux sur [0, 7], avec :

P (t) = —ku(t) sur [0, T1.

a) Ecrire ce probléeme sous la forme (1.2) avec des matrices A et K
que I’on déterminera.

Soient py et po deux nombres réels. Montrer qu’il existe une unique
fonction p,,(-) solution de ce probleme telle que p,,(0) = po et p,(0) = Po.

b) On choisit J(u) := [pu(T)]2 + [pu(T)]2 comme fonction cofit. Mon-
trer que 2, : [0,T] — R2 est une fonction affine de ¢.

¢) Soit uy(-) € %aq un minimiseur de J sur %4, que I’on suppose tel
que (Pu (1), Py, (1)) # (0, 0). Montrer que u(+) est constante par morceaux,
avec deux morceaux au plus, les constantes étant a ou —a.

d) On suppose ici que pg = 1 + T72(1 + %) et po = —T'/2. On consideére
alors :

T T
te 0, T]— up(t)=asit € [0, E], —asit E]Q,T].

— Calculer py,,(T') et P, (T).

— Vérifier que ug(-) est un minimiseur de J sur %,4.

— On particularise encore en faisant ka = 1 /4 et T' = 4. La fonction ug(+)
proposée au-dessus est-elle I’'unique minimiseur de J sur %,q ?

1.2. Corrigé —

1.2.1. Premiere partie —

1. — a) Dans la mesure ol b(-) est supposée continue sur [0, 7], le
théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ pour les équations différentielles (vec-
torielles) linéaires permet de dire que le probleme de CAUCHY

o (t) Ax(t) +b(t) pourtout t € [0,T]
z(0) To



admet une et une seule solution z(-) € C'([0,T],R™). Il n’y a plus qu’a
dériver la fonction z(-) proposée

t
t— z(t) = et + et / e *Ab(s)ds (1.5)
0

pour constater que

#(t) = Aetlzy+ Aeth fot e 54b(s) ds + ete~t4b(t)
= Ax(t) +b(®).

On reconnait en {t — etdzg, 0 € ]R”} le sous-espace vectoriel réel (de di-

mension n) constituant I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
linéaire «homogénéisées @(t) = Ax(t), et en t — fot et=94p(s)ds une
solution de I’équation différentielle complete &(t) = Ax(t) + b(t).

b) Dans le cas ot b(-) est continue par morceaux sur [0, 7], la fonction
x(-) proposée en (1.5) est C' ! par morceaux sur [0, 7] avec :

#(t) = Az(t)+0b(t) en toutpoint ol b(-) est continue ;
{ Tq(t;) = Awx(ty)+b(t;") et
Zg(ti) = Ax(t;)+0b(;7) entout point¢; ol b(-) est discontinue.

Les points de non dérivabilité de x(-) sont exactement les points de dis-
continuité de b(-). Donc x(-) est une fonction solution dans C}W([O, T1,R™)
du probleme de CAUCHY suggéré.

Reste a s’assurer de 'unicité. Si y(-) et z(-) dans C}w([O, T1,R™)
vérifient ce qui est demandé, la fonction y(-) — z(-) est continue, dérivable
et de dérivée nulle sur une suite d’intervalles |¢;, ¢;4;[ couvrant [0,7T] a
I’exception d’un nombre fini de points ¢; (d’accord ?). Par conséquent,
y(-) — z(-) est constante sur [0, T'] (donc nulle puisque y(0) = 2(0)).

2. — On a par définitions :

{ Turno(t) = AZyrae(®) + K [u(t) + Av(@)] sur [0,T7,
xu+)\v(0) = X0

T,(t) = Axzy(t)+ Ku(t)sur [0,T],
z,0) = zo.
Par suite 0 := Zy1np — 2y (€ C},([0, T1,R™)) vérifie
O(t) = A0t)+\Kou(t)sur[0,T],
60) = 0.



Ainsi, de par les résultats d’existence et d’unicité de (/.a), 8 = Ay, , ol
Yo(-) € C}W([O, T1,R™) est la solution du probleme de CAUCHY suivant :

{yv(o = Ayu(®) + Ku(t) sur [0, T1; (L6)
y0(0) = 0. '
3. — Le coit J(u) comprend une partie répartie tout au long de

I’évolution du systeme (via ’intégrale de 0 a T') et une partie ne dépendant
que de I’état terminal x,,(T") du systeme.

Le développement de J(u + Av) ne pose pas de difficultés ; apres
quelques calculs élémentaires, on arrive a :

J(u+ ) = J(u)
2 L [l ®I? + 8 10@)?] dt + g} (1.7)
2L o (@a®), yo®) + B {u®), 0®)] dt+7 (a1, yu(D)

De par sa forme méme, le coefficient de A2 est positif.

4. — a) Comme —2ax,,(-) est continue, il suffit d’appliquer comme en
(1.a) le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ pour les équations différentielles
linéaires ; prendre garde toutefois au fait que la condition imposée dans le
probléme de CAUCHY associé est une condition finale, z,(T) = 2y, (T).
C’est la continuité de —2ax,(-) dans le second membre de 1’équation
différentielle qui est importante pour garantir que z, est bien de classe
C" sur [0, T']. La forme explicite de z,(t), adaptation de celle proposée en
(1.5), est:

T
Vt € [0,T1], z,(t) = 276(T_t)ATa:u(T) + 2a/ es—HA” Ty (s)ds.
t

b) La fonction t — o(t) = (z,(t),y,(t)) est dérivable sauf en un
nombre fini de points de [0, T'], avec :

o(t) = <Zu(t); yv(t» + <Zu(t); yv(t)> 5
ce qui, au vu des relations différentielles vérifiées par z,, et y,, conduita:

o(t) = (—ATz(t), yo(t)) — 2a (2 (), yu(®))
+ <Zu(t)7 Ayu(t» + <Zu(t)7 KU(ﬁ»
—2a (@ (1), Yo (1)) + (2u(t), Kv(t)) .
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Comme o(0) = 0 (car y,(0) = 0),

T
o(T)—oc0)=0(T)= / a(t)dt,
0
soit
T
<Zu(T)a yv(T)> = / [—20& <Z‘u(t), yv(t» + <Zu(t); K'U(t)ﬂ dt.
0

En définitive,

T T
(za(T), yolD)) + 20 /0 (2 (8), yoD) dt = /0 (zat), Ko() dt. (1.8)

5. — a) D’apres I’expression de J(u + Av) obtenue en (1.7), si c(\)
désigne J(u + A\v),on a:
A) — (0 T
w =2 { / [ (@a(t), yo®)) + B (u(t), v(t)) dt
0

+y (u (), Yo (1)) } +o(D).

D’apres le résultat de la question précédente et le fait que z,(7T) =
2vx,(T), on simplifie le quotient différentiel ci-dessus en
c(N) — «(0)
A

T T
/ (zu(t), Ku() dt +23 / (u(t), v()) dt +o(1)
0 0

T
/ (KT 2,(t) + 2Bu(t), v(®)) dt +o(1).
0

Au final, c est dérivable en 0 avec

T
¢(0) = / (KT 2,(t) +2Bu(t), v(t)) dt. (1.9)
0

b) D’apres I’expression de J le long de toute droite passant par u et
dirigée par v (fonction trindme aX? + b\ + ¢ avec a > 0), J est convexe
sur Cpz([0, T, R™). Se rappelant la structure d’espace préhilbertien réel de
Cp ([0, T],R™), ce que dit le résultat de la question précédente est que J a
une sorte de «gradient en u», noté V.J(ug), qui est

VJ(ug) = KT2,()+268u() (€ Cu([0, T],R™).

Ainsi, ug(-) est un minimiseur de J sur C;([0, T'], R™) si et seulement si
VdJ(up) =0.



