1. SUITES ET SERIES

I. Suites numériques
A. Suites numériques : propriétés de base

On se contente de rappeler les notions fondamentales sur les suites numériques

e Une suite réelle monotone croissante (resp. décroissante) converge si, et seulement
si, elle est majorée (resp. minorée).

e Si une suite converge, toutes ses suites extraites convergent et ont méme limite.

e Si (u2,) et (ug,41) convergent et ont méme limite ¢, alors la suite (u,) converge
vers /£.

e Deux suites réelles (u,,) et (v,) sont réelles adjacentes si (u,) croit, (v,) décroit
et lim(u,, —v,) =0.
e Deux suites réelles adjacentes convergent et ont méme limite.

e Théoréme d’encadrement : (u,), (v, ), (w,) trois suites réelles.
| {EINEN,Vn)N, Up < Uy < Wy

30 c R, £ = lim(uy,) = lim(w,) alors  (v,) converge et sa limite est /.

e Passage a la limite dans les inégalités : si (u,), (v,), (w,) sont trois suites
réelles convergentes et s’il existe NV € N tel que : Vn > N, u,, < v, < wy,
alors : lim(u,,) < lim(v,) < lim(w,,).

o On retiendra : 4 W nmeo Un hm(v.n) € Ry \ {1} = In(upn) —~= In(v,)
e'n — e «— lim(u, —v,) =0

n—oo
e Une suite réelle ou complexe converge si, et seulement si, elle est de CAUCHY.
e Une suite (u,)nen complexe converge si, et seulement si, les suites réelles
(Re(un))nen et (Sm(un))nen convergent.

e Remarque pratique : pour démontrer quune suite (u,),en converge vers ¢
(donné ou deviné), on a souvent intérét a majorer (|u, — ¢|),en par une suite
de limite nulle.

e Suites définies par u, et la relation de récurrence u,, = f(u,).

La marche a suivre dans le cas de suites réelles.
e On cherche un intervalle fermé F' de R stable par f tel que, pour un rang ng on
ait u,, € F. Les limites éventuelles de (u,) sont alors dans F' et points fixes ou
points de discontinuité de f.
1
On pourra étudier la suite définie par ug €]0,1] et u,yq1 = u2 [—} ou [z] est la
Un,
partie entiére de x.

e Si F' est un intervalle sur lequel f est croissante, alors (u,,) est monotone.
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De plus : si (u,) croit ( resp. décroit) elle converge si, et seulement si, il existe A
dans F tel que A = f(A) et ug < A (resp. A < o).

e Si F est un intervalle sur lequel f décroit alors (ugn)n>0 €t (U2n41)n>0 sont
monotones de sens contraires. Si 'une converge alors 'autre aussi et sa limite est
point fixe de fof, reste a voir si elle est point fixe de f.

e S'il existe k €]0, 1] tel que : V(z,y) € F2,|f(z) — f(y)| < klz — |
- en particulier si f est de classe C! sur U'intérieur de F et si |f/| < k -

alors la suite définie par ug € F' et up4+1 = f(uy,) converge dans F' vers l'unique
point fixe de f dans F'.

Nous reviendrons sur une preuve rapide de ce résultat apres la regle de
d’ALEMBERT pour les séries.
e Exemples de calcul du terme général d’une suite
e Récurrence affine : I(a,b) € (C*)2,a #1, Vn € N, tpy1 = aup + b.
Pour évaluer u,,, on dispose de deux méthodes.
L’une d’elles consiste a résoudre A = aX + b (point fixe) ce qui donne

A= 1 - La suite définie par v, = u, — A\ est géométrique de raison a. D’ou
—a

v, = a"vp. Par suite u,, = a™(ug — \) + \.
L’autre a poser w,, = a~"u,, d’'olt wy+1 —w, = ba™", Pexpression de w,
s’en déduit par télescopage puis celle de u,,.

. aun +b |
e Homographie : Yn €N, u, 1 = ——— ol ad — bc # 0 et ¢ # 0.
cuy, +d
) axr +b ) . . R . )
On résout = = T d (points fixes) ce qui revient a calculer les racines d'un
cr
trinébme du second degré.
Up — @
S’il y a 2 racines « et 3, on pose, sous réserve d’existence : v, = — ﬁ.
Up —

La suite (vy)n>0 est géométrique de raison ¢ a calculer. v,, = ¢" vy, d’ott u,. On
peut alors lever la réserve d’existence en trouvant 1’ensemble des ug € C tels que

. . d
il existe ng € N pour lequel u,,, = ——-
c
1
S’il y a une racine double «, (vn)n>0 définie si ug # « par v, = est
Uy — O

arithmétique, d’ou v,, puis u,.

e Récurrence linéaire d’ordre 2 : 3(a,b) € K2,¥n € N, uy 10 = a1 + buy,.
On appelle équation caractéristique X? —aX — b = 0. On note A = a® + 4b son
discriminant.

Si A 0,3\ pu)€C?, Yn € Nyu, =\ + url avec ro =a — 11 = —%~
Si A =0,3(\ 1) € C2, Vn € N, u, = (g)”(m ).
B. Comparaisons
Définitions
Soient (ap,)n>0 suite réelle et (z,,),>0 suite a valeurs dans R ou C.
1. On dit que (xy,),>0 est dominée par (a,),>0 et Uon écrit x,, = O(ay,), si:

n—oo

dM eR4,Ing eN,YReEN,n = ng = |2, < Mo,
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2. On dit que (z,,)n>0 est négligeable devant (o, ),>0 et I'on écrit z, = o)
n—oo
si Ve €]0, 400, Ing € N,VneN,n = ng = |x,| < €|ay,].
Remarques
e Si (@ )n>0 est a valeurs dans R* ces relations peuvent aussi étre définies par :
. In p
(i) z, = Oay) <= (—) est bornée
n— o0 Qp/ nz0
.. x
(ii)) &, = olay) <= (—n> converge vers 0.
n—00 Qp/ n20
ez, = olay) =z, = O(ay).Laréciproque est bien sir, fausse.
n—oo n—oo

Définition : deux suites complexes (U, )n>0 €t (U )n>o sont dites équivalentes si
n)n>=0 n)nz0 )
et seulement si, u, — v, = o(vn), cette relation est notée u,, — v,.
n— o0 n—0oo

Remarques
. N * .
1. Si (v, )y est & valeurs dans C™ on a aussi

u
u vn<:><—"

n. ) converge vers 1.
n— 00 n>0

Un,

Un = Un = |un|n’:>go|’un’

. ~ est une relation d’équivalence sur I’ensemble des suites complexes.

U Un:>(un = O(vy)etv, = O(un))

n oo
up, —— 0 <= (uy), stationne en 0 : on évitera d’écrire la relation.

n—oo

Si (un)n>0 converge vers £ alors : £ # 0 = u, ol

NS ;A &N

- Siup —— v, et lim (u,) = £ alors lim (v,) = £.

C. Théoreme de BOLZANO-WEIERSTRASS

| Toute suite bornée de R ou C a au moins une valeur d’adhérence.

Théoréeme
Toute suite bornée de R ou C ayant une unique valeur d’adhérence est

convergente

Si (Un)n>o0 est une suite bornée de C ayant a pour unique valeur d’adhérence.
Supposons qu’elle ne converge pas vers a. Soit £ un nombre réel strictement positif
tel que il existe un entier naturel p vérifiant que pour tout n > p, |u, —a| > €.
Par récurrence, on construit ¢ : N — N strictement croissante telle que, pour tout
n €N, [uym) —al = €. La suite (uy(n))n>0 étant bornée a une valeur d’adhérence
b telle que |b — al > e. La suite (uy(n))n>0 étant extraite de (un)n>0, b est valeur
d’adhérence de (un)n>o0 : absurde.

Exercice : déterminer les valeurs d’adhérence de la suite (cos(n&))n> »IER.
Comme cos(nf) est a valeurs dans 'intervalle fermé [—1, 1], les valeurs d’adhérence
de la suite sont dans [—1,1]. L’ensemble G' = {nf + 2pr | (n, p) € Z?} est un sous-
groupe additif de R.

0
Si — €@, cos(nf) prend une infinité de fois un nombre fini de valeurs qui donc
ses valeurs d’adhérence.
Si — €eR\ Q, alors G est dense dans R. Comme cos est continue, I’ensemble

s
A = {cos(nf),| n € N} est dense dans [—1, 1]. Montrons que, dans ce cas, I’ensemble
des valeurs d’adhérence est [—1,1].
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Soit x €] —1,1[ et £ > 0. Soit ng € N.

On note o = inf{|z — cos(nf)|| 0 < n < ng et cos(nb) # =} et f = min(e, ).

11 existe cos(nf) € |z, x + ([ et d’apres la définition de a,n > ng. Donc :
VsERi,Vno eEN,IneN,n > ng et |z — cos(nb| < ¢

ie. x est valeur d’adhérence de la suite. Comme ’ensemble des valeurs d’adhérence
est fermé, c’est [—1, 1].

D. Probléme : fractions continuées

1
On note Z =R \ Q, F la fonction partie entiere, f : Z — T, — ————-
x— E(x)

On notera aussi : f<9> =1, f<1> = f etsin> 1, f[<"> = fof<n-1>

Le groupe des matrices M = <CCL Z

sera noté G. Ce groupe opeére a gauche de fagon naturelle sur Z par la loi :

b
Ve, M) eI x G, Mz = ar+ ou M= [° b). On désigne par S I'ensemble

cx+d c d
des suites (zy,)n e d’entiers telles que : zg €7Z et z, EN* sin > 1.

>€93?2(Z) telles que (ad — be)? = 1

1 0
Si (N,n) € N*, N < n,onpose: M, y(a) = An(a)--- A,(a) et My (a) = M, ,(a).

Soit @ = (a;);en € S, on note pour tout n €N, A, (a) = <a” 1) € Mo (Z).

Pour n € N, la premiére colonne de M, (a) sera notée : <3”éz)) )

Si aucune ambiguité n’en résulte, on écrira A,, M, n,M,,an,v, au lieu de

Ap(a), My, n(a), My (a), an(a), vn(a).

1. On fixe a = (a;) € S dans les trois premiéres questions de ce probléme.

Montrer que : (Vn € N,y(a) € N*) et (Vn € N*, M, (a) = <?;:((Z)) ::_;EZD >
an(a)

Tn(a)
Par récurrence on montre les résultats demandés. De plus, la suite (v,(a)) est
strictement croissante.

Dans la suite, le rationnel sera noté r,(a) ou ry,.

2. a) Pour n > 1, calculer a,yp—1 — Qp—1Yn-

b) Prouver que les suites (7,,) et (rg,) sont croissantes et que la suite (rgp41) est
strictement décroissante, enfin que la suite (r,,) converge. On note : a = lim(r,)

a) My, = Ag. A1 -+ A, = det(M,,) = @nYn—1 — Qp—1¥n = H det(Ag) = (—1)”“.
k=0

Dot : QY1 — Qp_17n = (—1)"FL
b) D’apreés la question 1. la suite (yn(a))n>o est strictement croissante.
—Qp—2Yn + Yn—20n .

YnVn—2
D’apres 1. on a : Yp_20n — Qp_2Yn = Gpn (%_gan_l — Oén_z’}/n_l).

n Tn — Tn—2

n—1

VYn 2z 2,1, —rp_o =

D’apres 2.a), Yp—20y — Qp_9¥n = ap(—1)" = (—1) d’apreés 1.
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(—l)n Tn — Tn—2 .

TnVn—1Tn—2
Comme la suite (vn)n>0 est strictement croissante, (rap)p>0 est strictement crois-
sante et (rop41)p>0 est strictement décroissante.
(_1)71—1
TnTn—1
(Yn)n>0 €tant une suite strictement croissante d’entiers naturels, v, — +00.

Donc ry, —rp—o =

D’autre part, vy, — Tp_1 = - D’0ot ropy1 > 1rop pour tout p € N.

En effet, par récurrence v, > n pour tout n€N. D’ot rp, —rp_1 —— 0.
n—oo

Les deux suites (12p)p>0 €t (r2p+1)p>0 sont adjacentes. Elles ont donc méme limite.
La suite (r,)n>0 converge vers cette limite commune.
=

. 1 . 1
3. a) Prouver : ¥n € N*, [a—r,| < — et Vn e N*, [a—ry,| < .
Tn YnYn—1

En déduire que a € 7.
b) Pour n fixé, soit (p, q) € Z x N* tel que ’1—9 —a( < |rn —al. Montrer que : g > .
q

a) D’aprés 2.b), on a : Vp € N, rop < ropro <@ < ropiq.
1 1

Dou0<a-— Top < Toptl —T2p = ——— < —5 - car vyzp < V2p+1-
Y2pV2p+1 V2p
. ~ 1 1
De meéme : 0 < ropp1 —a < ropy1 — Toppa = <5
Y2p+272p+1 V2pta
N 1
Donc, pour tout n € N* on a : 0 < ‘a — rn| < =
n
Donc }a—rn‘<|rn—rn_1|: sin > 1.
YnVn-1
e Supposons que a € Q. Alors il existe (p,q) € Z x N* tel que a = b,
q
P« 1 q
= - = <_2:>|p7n_qan|<_'
q ’Yn f)/n 771
Comme v, > n pour toutn € N, sin >q, on a :0< 4 < 1.
. o B
Or pyn — qou, € Z. done pyn — qo, =0 de. 1y = — == =0 sin > q.
Tn q

La suite (1,)n>0 est stationnaire ; absurde puisque (r2p)p>0 est strictement crois-
sante. Donc a €.

b) Faisons le raisonnement avec n = 2k. L’autre cas étant analogue.

. p Q2k+1 2k 41
e Si = = ropp1 = 1, comme +
q

Y2k+41 V2k+1
d’aprés 2.a), ¢ = Yop+1 > Vok-

est une forme irréductible de rokiq

1

Y2kV2k+1
- Puisque pyar, — qazg € N*, on a : q > Yop+1 > Yok

o Si b € |rak, k41| alors 0 < b rop < Topy1 — Top = D’ou
q q

0 < pyar — qoar <
V2k+1

1

Y2k V2k+1
5 s q . *
D’ou 0 < pyag41 — qazk+1 < - Puisque pyary1 — qoop € N*, on a 1 q > 7o
2

° Sz'g > Topt1 alor30<]3—r2k+1 <B—Zi<a—r2k < Tog41 — Tk =
q q q

Dans tous les cas, on a : q > Yor = Yn. Donc : ‘Z—) —/d’ < |Zi—rn‘ =q> Y-
q
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4. Soit ® : S — Z,a + a. Fixons a = (a;) € S. Pour chaque N € N, soit b(¥)
I'élément de S tel que b™N) = (an1i)ien.

1
a) Montrer que pour tout p > 1, et tout N > 0,rp(b(N)) =ayn + W
Tp—1

1

édui = (MY~ .
b) En déduire que pour tout N > 0, ay = ¢(b'"")) <I>(b(N+1))
On admettra que @ est injective.
a) Par définition <aN L) (aN“’ 1Y _ ((ap(d?) apl(b(N))) ot

L1 0 10 W)y, 1 (B)
ans1 1Y (v 1Y (epa(D) o (0TU)Y
1 0 1 0/ \ 1 (0NFD) o (bNFD)

Dioi - <(ZN 1> . <ap_1(b(N+1)) ap_Q(b(NH))) B (ap(b(N)) ozp_l(b(N))>
“\1 0 Yot (BNFDY o (BVHD) o (6)) 1 (V)
et par suite :
(I) aNap_l(b(N+1)) + '7p—1(b<N+1)) _ Oép(b(N)),

(1) a1 (BVHD) = 3, (b)) € N* = 1,1 (HVHD) £0.
De (1) et (II) on déduit le résultat que 'on vérifie pour p = 1.

b) On sait que 7,1 (b)) —— q>(b(N+1)) c 7. Donc q)(b(N+1)) £0.

p—0o0
1 1
) \ . A (N) (N)
Dol ) e o) D meme i) o 2.

Par passage a la limite quand p — oo dans [’égalité de 4.a), on a le résultat attendu
5. On donne x € Z. Pour n € N, soit a,(z) = E(f<">(z)).
Montrer que a(x) = (a,(z))nen appartient a S.
Posant 7, = (r,(a(z))), an = an(x), an = ap(a(z)) et v, = v, (a(z)), montrer que
pour tout n > 1,

Oénf<n+1>(l') + Op—1 anan+1 + Qp—1

= et T'n+1 = :

7nf<n+1>(x) + Yn—1 YnOn+1 + Yn—1
En déduire : Vp € N, 13, < & < ropt1, puis : = ®(a(x)). Conclure que ® est
bijective.

Soit ¥ = &1 ; la suite a(x) = ¥(z) = (a,(x)) est appelée le développement de

x en fraction continuée, et l'on écrira : © = [ag(z), a1(x), -, an(x),- -]
Les relations ci-dessus peuvent s’écrire :
1 1
T = ag + 1 et Tn+1:(10+ 1
aj + a1 +
L . 1 P L1
. . : . . :
an + ——=— a

Le nombre 7, est appelé la n-ieme réduite de ce développement et pour les
raisons ci-dessus, sera noté symboliquement : r, = [ag, a1, -, Gy].

a)rel=0<z—E(x)<l= f(z)€]l,+o0l.
Donc : Vn € N,a,(z) = E[f<">(z)] € N*. Dot a = (a,) € T.

b) Pour n > 1, la définition de f prouve : f<">(x) = A, » f<""1>(z) avec
A, = An(a) ; d'ou, puisque f<°>(z) = Iz, par une récurrence immédiate :
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o= (Ao )« £ @) = (27 ) e ),

Tn  Tn—-1
<n-+1>
Dot o — an f (ac)+ozn_1‘

B 7nf<n+1>(x) + Yn—1

Comme | & @n=1) . [ 9n+1 1 = O+l %) on g aussi
T Yn—1 10 Tntl  In

Anpt+1 _ Qplpyq + op—1

n+1
Yn+1 YnlGn41 + Tn—1
QpU + Q1

La fonction h,, : u —
TnU + Tn—1

est définie et dérivable sur Ry pour tout n > 1
L= -~ -1 n—+1
car les ~y; sont dans N*. On a : hl (u) = Gnn=1 = %n 1;” = (=1) 5
(Vnt + Yn-1) (Yt + Yn-1)
Donc hapi1 est strictement croissante et ho, est strictement décroissante sur R .

( Sin=2p,apy < f<H>(2) =2 > T2p+1) et ( sin=2p+1,2< r2p+2).
D’ou : Vp € N*, rop <o < Topi1.

Puisque r, —— ®(a), on déduit de l’inégalité précédente x = ®(a). Donc ® est
surjective. Dn’;;lof d’apres la question 4. @ est bijective de S sur Z.

6. On fixe z €7, on pose Y(x) = (ag, a1, -, ap, ")

a) Pour A € Z, calculer ¢)(x + \) en fonction des a;(z).

b) Si x > 0, calculer ¢(1/z) en fonction des a;(x).

c) Si p € N, calculer ¢(f<P~(z)) en fonction des a;(x).

a) 1l est facile de voir que ag(x + \) = ap(z) + A et a;(z + N) = a;(z) sii > 1.

1 1
b)e Sixz <1, alors f(x) = — Donc : Vi € N, ai(—) = a;41(x).
x x

1 1 1
e Six>1, alors — <1 ; donc ag(—) =0et ai(—> =a;—1(x) pouri > 1.

T T T
. . 1
En conclusion : si0 <x <1, — = [al,...,an,...]
T
stx>1— = [O,ao,al,...,an,...].
T

¢) Soit y = f<P>(x). Pourn > 0, <" (x) = f<PT">(z).
Doouy = (Ap-- Apyn) * [<"7(x). Donc, pour tout n € N, apin(y) = an(y).

EXERCICES

n

N 1

1. On consideére u,, = — et v, =uy, +— pourn > 1.

— k! nn!

a) Montrer que les suites (u,)n>0 €t (vn)n>0 convergent et ont méme limite que
I'on notera e. Montrer que e € R \ Q.

b) Montrer que Vn € N*, Up—Unt+1 < Up—€ < Uy —Upy3. En déduire un équivalent
de e — v,.

¢) Etudier la suite de terme général sin(men!).

2. Etudier la suite (uy)n>0 E(Ri)N telle que (ug,u1) €]0,1[% et pour tout n € N,
Up42 < UpUn41. Montrer que :
145

I(r,C) €]0,1[x]0, +oo[, ¥n € N, u, < Crl") ot p = 5
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3. Si (an)n>1 est a valeurs dans Ry on définit (u,),>1 par :

VnEN*, Uy = \/al—l—\/az—l—---—i-\/an.

a) Montrer que (uy)n>1 est croissante. Etudier (Un)n>1 si (@n)n>1 est constante.

b) Montrer que (u,),>1 converge si, et seulement si, la suite (agin)) est majorée.

n! . n?

c) Examiner les cas a, € {n,n!,n”, (n)™,n™, n } ou encore a, est la n-ieme

décimale de 7.
4. Exemple des intégrales de WALLIS
w/2
On définit, pour n€N, I, :/ sin" (z)dz.
0

a) Montrer en intégrant par parties que pour tout n > 2,nl,=(n — 1)I,_2
m(2p)! (27ph)?

En déduire pour peN, Iy, = 2(27p ,)2 et Ippy1 = _(2p+ 1),'

b
n—)OO %
On pourra procéder par étapes :

(i) prowver que (I,)n>o est décroissante et a termes strictement positifs ;

Iy ;

(iit) établir que la suite (un)n>o définie par u, = (n+ 1)I,I,11 est constante ;
et conclure.

b) Montrer que I,

(ii) prouver que I,y1 ——

n—oo

I1I. Séries numériques
A. Généralités

A.1. Définition
Soit (un)nen suite a valeurs dans C, on appelle suite des sommes partielles
n

la suite de terme général S, = Zuk On appelle série de terme général
k=0

uy, le couple ((Un)n>o, (Sn)n>(]). On dit que la série de terme général u.,

converge si, et seulement si, la suite (S,),>0 converge, sinon elle est dite

divergente. En cas de convergence, le nombre S = hm S, est appelé somme

de la série et, pour tout n € N, on définit le reste de rang n, R, =95—-.5,.

Notations : > u,, désigne la série de terme général u,,, E Uy S& Somine en cas
n=0
de convergence.

Remarques

1. On ne modifie pas la nature (convergence ou divergence) de » | u,, en modifiant
un nombre fini de ses termes car on ajoute une constante a S, a partir d’un certain
rang, la convergence de la série associée a (un)n>0 équivaut donc a celle de la série
associée & (U )p>n, 81 no est un entier fixé. C’est pourquoi, dans tout ce chapitre,
on ne traitera que le cas d'une suite (u,,),, définie a partir du rang 0, le cas général
s’y ramenant. Par contre les exemples pourront utiliser une suite (t)n>n,-



