Centrale/Supélec Propriétés de matrices
Année 2014 jacobiennes
Epreuve 1

Notations et conventions

- Dans ce probleme, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

- On confond vecteur de R™ et matrice colonne correspondante, ce qui
permet des écritures du type Az ot A est une matrice carrée réelle de
taille n et x un élément de R™.

- Si f est une fonction de classe C* de R™ dans R™ et si x est un élément
de R™, on note f(z) = (f1 (x), fo(x), ..., fn(x)) ce qui, compte tenu de

fi(z)
: . - . fa()
la convention précédente, s’écrit aussi f(z) = )
Si i et j sont deux entiers de [1,n], la j-itme dérivée partielle de f; en

Afi
).

T

- Le déterminant d’une matrice carrée A est noté det(A).

x est notée D; fi(z))ou

- Avec les notations précédentes, on appelle matrice jacobienne de f en
x et on note Jy¢(x) la matrice carrée réelle de taille n dont le terme situé
sur la i-eme ligne et la j-ieme colonne est D f;(x).

- On appelle jacobien de f en x et on note jacs(z), le déterminant
det(J¢(z)) de la matrice jacobienne Jy(x).

- On appelle divergence de f en x et on note divy(z), la trace de la
matrice jacobienne Jy(x) . On a donc divy(z) = tr(Js(x)) = Z D, fi(x).
i=1

Les quatre parties sont pour une large part indépendantes les unes des
autres.

I Une interprétation du jacobien

I.A - Soit A une matrice carrée réelle de taille n et b un élément de R™.
Soit f l'application de R™ dans R™ définie par : Vx € R™, f(z) = Az +b.

Montrer que f est de classe C! et préciser sa matrice jacobienne Jy(z)
en tout point z de R™.
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I.B - Dans cette section, g désigne une fonction de classe C! de R" dans
R. On fixe un élément a = (ay,...,a,) de R™. Soit ¢ la fonction de R
dans R définie par ¢(t) = g(ta) = g(tay, tas, ..., tay,).
I.B.1) Justifier que ¢ est de classe C! sur R et, pour tout réel ¢, donner
©'(1).
1.B.2) En déduire qu’au voisinage de 0,

g(ta) = g(0) + (a1 D19(0) + -+ + anDng(0)) + o(t).
I.C - Dans cette section, f désigne une fonction de classe C' de R"
dans R™ vérifiant f(0) = 0.
Pour t réel et j entier de [1,n], on note ¢; I’élément (0, ...,0,t,0,...,0)
de R™, le réel ¢ étant situé au rang j.

I.C.1) On admettra que si des fonctions @1, @2, ..., @, sont continues
sur R et a valeurs dans R"™, alors la fonction ® définie sur R par :
O(t) = det(p1(t),...,pn(t)) est continue sur R.

En utilisant la question I.B.2 et la multilinéarité du déterminant, mon-
trer qu’au voisinage de 0 : det(f(t1),..., f(tn)) = t"jacs(0) + o(t").

det(f(tl)v fQ(t)7 ) f(tn))
det(tl,tz, ce ,tn)

I.C.2) En déduire que }in% = jacy(0).
—

I.C.3) Dans le cas n = 2 (respectivement n = 3), donner une in-
terprétation géométrique de la valeur absolue du jacobien de f en 0 a
laide d’aires de parallélogrammes (respectivement volumes de parallé-
lépipedes).

ITI Une interprétation de la divergence dans un cas particulier

On désigne par A une matrice réelle carrée de taille 2 et on pose, pour
tout x dans R? | f(r) = Ax.

II.A - Pour z dans R?, exprimer divy(z) a l'aide de A seulement.
Pour a dans R?, on note u,(t) la solution sur R du probleme de Cauchy
X' =AX, X(0)=a.

Autrement dit, u, est I'unique fonction C' de R dans R telle que
uq(0) = a et, pour tout réel ¢, u, (t) = Aug(t).
I1.B - Dans cette section et la suivante, on suppose A diagonale de la

forme A = Diag(A1,A2) = (?)1 /\0 >
2

I1.B.1) Que vaut ug(t) 7
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I1.B.2) Soit a et b deux éléments de R? et soit ¢ un réel. Montrer que
det(uq(t), up(t)) = exp (tdivy(a)) det (uqa(0), up(0)-
I1.B.3) Utiliser le résultat précédent pour interpréter le signe de divy(a)

en termes de sens de variation de l'aire d’'un certain parallélogramme
comme fonction de ¢.

II.C - Exemple

On suppose toujours que A = Diag(A1, \2).

II.C.1) On pose a = (a1,a2) et uq(t) = (x1(t),xz2(t)). On suppose
A1 # 0 et a; > 0. Déterminer une fonction 6, telle que x5(t) = 0,(z1(t))
pour tout t € R.

I1.C.2) Dans cette question a = (1,2) et b = (1,2).

Pour chacun des cas suivants, illustrer sur une méme figure les courbes
représentatives des fonctions 0, 0y, et 0,4y, ainsi que les parallélogram-
mes de sommets (0,0), uq(t), up(t) et uq(t) + up(t) pour t = 0 et une
valeur de ¢ strictement positive.

a) )\1:16‘5)\2:2.

b) )\1:1et)\2:—2.

c) Ay =1let \yg=—1.

I1.D -

I1.D.1) Reprendre les questions I1.B.1 et I1.B.2 dans le cas ou A est

triangulaire de la forme A = (8\ ’K)

I1.D.2) Montrer que la relation
det(uq(t), up(t)) = exp (tdivy(a)) det (uqa(0), up(0)-

est valable lorsque la matrice A possede un polynome caractéristique
scindé sur R.

I1.D.3) Etendre ce résultat au cas d’une matrice réelle 2x 2 quelconque.

IIT Matrice jacobienne symétrique, antisymétrique

Dans le début de cette partie f est une fonction de classe C? de R™ dans
lui-méme. Si z est un élément de R™, on note toujours

fi(z)

fa(z)

Si 4, j et k sont trois entiers de [[1,n], la dérivée partielle seconde de f

f(l’) = (fl(x)vf2($)v' . >fn($)) =
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0% fr

en x par rapport aux variables x; et x; est notée D; ; fi.(z) ou (x)
’ axi{)xj

ou encore f; j i(z).

ITI.A - Justifier que, pour tout = dans R™ et tous 4, j et k dans [1,n],
ona fijr(x) = fjir()

ITI.B - Dans cette section, on suppose que la matrice jacobienne J¢(x)
est antisymétrique pour tout x dans R™.

ITI.B.1) Montrer que pour tout = dans R™, et tous 4, j et k dans [1,n],
fig(@) = firi(z).

II1.B.2) En déduire que, pour tout = dans R™ et tous i,j et k dans
[1,n],ona: fi;r(x)=0.

IT1.B.3) Montrer qu’il existe une matrice carrée réelle A de taille n et

un élément b de R™ tels que pour tout = dans R", f(x) = Az + b.
Justifier que A est antisymétrique.

I11.B.4) Soit f une fonction de classe C? de R™ dans lui-méme. A quelle
condition nécessaire et suffisante portant sur f, la matrice jacobienne
J¢(x) est-elle antisymétrique pour tout x dans R™ ?

III.C - Maintenant f est une fonction de classe C' de R™ dans lui-
meéme.

Montrer que la matrice jacobienne Jy(z) est symétrique pour tout x
dans R™ si et seulement si il existe g de classe C? sur R™ & valeurs dans

R telle que : Vo e R™, Vi €[1,n], fi(x) = D;g(z).
n 1

On pourra considérer Uapplication g : x — g(x) = Z 1‘1/ fi(tx)dt et
i=1 0

on exprimera D;g(x) sous forme d’une seule intégrale.

IV Matrice jacobienne orthogonale

Dans cette partie, f est une fonction de classe C? de R™ dans lui-méme.
On considere la proposition (P) :

Pour tout « de R™, la matrice jacobienne J¢(z) de f est orthogonale.
Pour z dans R™ et 4, j et k dans [1,n],, on note

n ofp (). 0%, 2).

o0x; Ox 0z,

@ik (T) =
p=1
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IV.A - On suppose (P).
IV.A.1) Montrer que pour tous 4, j et k de [1,n],
Qi gk = Qikj = — Ok j,i-
IV.A.2) En déduire que pour tous 4, j et k de [1,n], a; ; x = 0.

IV.A.3) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale A et un élément
b de R™ tels que, pour tout z de R", f(z) = Ax + b.

On pourra interpréter les relations o ;1 = 0 a l'aide de produits ma-
triciels.

IV.B - Soit f une fonction de classe C? de R” dans lui-méme. A quelle
condition nécessaire et suffisante portant sur f, la proposition (P) est-
elle réalisée 7

IV.C - Si g est une fonction de classe C? de R™ dans R, on note
n_ 92
Ay(z) = ; gm?(x) (laplacien de g en x).

Montrer que (P) est équivalente & la proposition
Pour toute fonction g de classe C? de R™ dans R, Ayor = (A,) o f.

Solution

Partie I
LA - f(z)=Az+b < Vie[Ln], fi(x) = a;jz; + bi.
j=1

Les fonctions f; étant polynomiales, elles sont de classe C! sur R™. Donc
[ €CHR"™,R™). Pour tout z € R", D; f;(z) = a; ;, donc Yz € R™, J¢(x) = A.
LB -

I.B.1) La fonction % : R — R", t s ta est de classe C! sur R et ¢/(t) = a.

Par composition ¢ = g o 1) est de classe C* sur R et ¢ (t) = dg(v(t)) (¢’ (t))
. , n a n
mwm—hﬂiwm%—z%mww

k=1
I.B.2) ¢ étant de classe C! sur elle a un développement limité d’ordre 1 en 0.

, #(0)+1¢'(0) +o(t). Donc (t) = g(0) +t Y axDig(0) +of(t).
k=1

Donc ¢(t) =
I.C -

I.C.1) f étant de classe C' et telle que f(0) =0, f(t;) = tD; f(0)+tp;(t) on
@; est continue de limite nulle en 0.

det(£(t2), ., f(ta)) = " det (Dif(0) + p1(t), . Duf(0) + pult)) par n-

linéarité de det.
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On déduit du résultat admis par 1’énoncé et des propriétés des fonctions ; :
lim det (D1 £(0) +@1(t), .., Da f(0) + u(t)) = det (D1f(0), ..., D f(0))

Donc det(f(t1),..., f(tn)) = t"(det (D1 £(0),...,Dpf(0)) + o(1))

t—

i.e. det(f(t1),..., f(tn)) o t" jacs(0) + o(t™).
1.C.2) det(ty,...,t,) = detg(tey, ..., te,) ou B est la base canonique de R™.
Donc det(tq,...,t,) = t™. D’ou le résultat.

I.C.3) Si l'on connait les définitions des aires de parallélogrammes et des
volumes de parallélépipedes, le résltat est immédiat et suggéré par 1’énoncé.

Partie 11

II.LA - Si f(xz) = Az, on déduit de I.A que divy(z) = tr(A4).
II.B -
P=A t) = x1(0)eM
ILB.1) X/ = AX e (2700 fn=n0er
xh = Aoz xo(t) = x2(0)e2
Donc u4(t) = Diag(e*?, e*2!)u, (0).

Mtz (0) ety (0) 21(0) yl(O)‘.

I1.B.2) det(uq(t),us(t)) = eM2try(0)  e2tys(0) = et 22(0)  12(0)

i.e. det(ug(t), up(t)) = e ™) det(uy(0), up(0)). D’ott le résultat d’apres IT.A.
1.B.3) L’aire du parallélogramme construit & partir des deux vecteurs u, (t) et
up(t) est | det(uq(t), up(t)|. Elle croit si divy(a) > 0 et décroit sinon.

II1.C -

1 t
II.C.1) Sia; >0et \; #,onat= ™ In (L()) Comme z5(t) = aze*?! on
a
! t )\i/Al
obtient xo(t) = 0,(z1(t)) o O, : t — as (—) .
aj

t )\2/)\1 t )\2/)\1
I1.C.2) 0,(t) = (5) L0y(t) = 272/ et 0,44 (8) = 3(5) :
Dessins laissés aux lecteurs. Nous recommandons vivement a nos lecteurs
étudiants de faire les dessins le jour du concours, car les questions suivantes

(parties ITT et IV) sont largement inabordables pour des étudiants de la filiere.
II.D -
ILD.1) X = AX < {x’l = Azy + pa {ml(t) = Azy + 22(0)eM

Th = Ao 2o(t) = 22(0)eM

21(t) = Azy + 22(0)eN %(e—”ml(t)) — 25(0) = %(@(O)t).

o (215 %) ()
det(ug (1), up(t)) = | € (@1 Ftaz) (b +thy)

aj + ta2 b1 + tbg
6>‘t(L2 e)\tb2 .

e2X
a2 by
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det(uq (), up(t)) = e*M(arby — agby) = ) det(uy (0), u(0)).

I1.D.2) Si X4(X) = X2 — tr(A)X + det(A) est scindé sur R, on a trois cas.
e Si A a deux valeurs propres distinctes A, Ao alors A = PDP~! ou
P € GL3(R) en notant X = PY avec Y € My 1(R), on a :

X' = AX <= Y' = DY <= u4(t) = Diag(eM?,e*")v,(0) avec des
notations évidentes. Donc u,(t) = P Diag(e*?t, e*2t) P~1u,(0).

Comme matrices semblables on méme trace et méme déterminant, on a le
résultat compte tenu de I1.A.

e Si A au une valeur propre unique A et est diagonalisable, alors A = A5 et
on conclut avec I1.B.

0 A
dans le premier cas au remplacement pres de D par T et en utilisant 11.D.1),
on conclut.

I1.D.3) On considere que A € Mo (R) C My (C). Son polyndme caractéristique
est scindé sur C. Le cas qu’il reste & examiner, compte tenu de 11.D.2) est
celui ol « a deux valeurs propres A1, Ay complexes distinctes (A1 = Ao car
X 4 € R[X]). On est ramené au premier cas précédent avec A; et Ao complexes.

e Si A est trigonalisable, A = PTP ' ouT = ()\ K ) En procédant comme

Partie II1

III.A - Comme f €C?(R™,R"), le résultat se déduit du théoréeme de Schwarz.
IIl.B -

0
III.B.1) Js(x) = (£(x)>1gj,k§n étant antisymétrique,
0 of;
pour tous j, k €[1,n] Ji (x) = —i(x) Par dérivation par rapport a x;
&rj c’)a:k

0 fi 0 f
O0x;0x; (@) = _amiaxk
Vo e R™,V(i, 4, k) €[1,n]?, fijx(x) = fir;(x).

II1.B.2) D’apres IILA. f; ;1 = fjik = —fjk: d’apres II1.B.1)

D’apres IIL.B.1) et IILA, f; jx = —fik; = [ri

D’apres II1.B.1), fijx = fr,ji = fjki- Dot fijr=0.

0% f of

(x) sont nuls. Donc les vecteurs V; = ——
;0T £y

vz e R™ (x) i.e.

II1.B.3) Tous les vecteurs

n
sont constants. L’application u : = — Z x;V; est telle que f —u est constante
i=1
sur R™. Il existe donc b€ R™ tel que Vo € R", f(z) = u(x) + b.
Comme u € £(R™), En notant A la matrice de u dans la base canonique de
R™, f(x) = Az +b. Comme A = J¢(x), la matrice A est antisymétrique.
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ITI.B.4) On déduit de III.A et IIL.B, la condition nécessaire et suffisante
que Jy¢(z), pour tout x € R"”, soit antisymétrique est : il existe A€M, (R)
antisymétrique telle que pour tout x € R™, f(z) = Az + b.

III.C - Sl existe g de classe C? sur R™ & valeurs dans R telle que :
VreR",Vie[l,n], fi(x) = D;g(z).

Vx eR"™, D;fi(x) = D;jD;g(x) = D;D;g(z) car g est de classe C* et d’apres
le théoreme de Schwarz. Donc pour tout x € R™, D; fi(z) = D;fj(z) ce qui
traduit le caractere symétrique de la matrice Jy(x).

Réciproquement, supposons la matrice Jy¢(z) symétrique.
Soit g : = — sz / fi(tx)dt. Nous laissons le lecteur vérifier que le

=1
théoreme de dérivation sous le signe somme est applicable.

1 n 1 ,
Ve eR", D;g(x) = / fi(tx)dt + Z Z; / tgfl (tx)dt.
0 =1 0o 97

Par linéarité de l’intégration et corzlme J¢(x) est symétrique,
Dig(z) = / (f] (tx)dt + Z xz )dt
Z

(tx)dt + Zx af (tz) = a(t fi(t)). done Djg(x) = |1 fj(m)}: — fi(@).

(3

La condition nécessaire et suffisante que J¢(x), pour tout x € R™, soit anti-
symétrique est donc établie.

Partie IV

IV.A -
IV.A.1) Comme la matrice Jy(z) est orthogonale, pour tout x€R", ses

vecteurs colonnes < (x)) constituent une base orthonormale B’ de
1<i<n

of , | 0f 1 sii=j
( ) oz 9z, )) =00y = {O sinonj'
Comme f est de classe C2, par derlvatlon :

. of > f of >’ f B
Vi, j,k €[1,n], ( i (2)) + (@ %) 50 <x>) = 0.

0 0?
Comme as,;.1( Z aﬁ 'axjgik (=) = <0mz )‘ 8x]8xk (x)>’
Vo e R, Vi, j, k €]1, n]] a; jk(x) + oy () = 0.
D’apres le théoreme de Schwarz, a; j ,(z) = o ().
IV.A.2) De méme, Vax € R, Vi, j, k €[1,n],

ki) + ajik(z) =0et ag;j(x) + ok j(z) = 0.
D’apres le théoreme de Schwarz, ay, ji(z) = oy i ().

€T

R™. Donc (i, 7) €[1,n]?, <




