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CHAPITRE 2. LIMITES ET COMPARAISONS

L’essentiel du cours I

Notion de base

Les différentes configurations

Soit f une application définie sur un intervalle I, a € I et [ € R.

* On dit que f admet [ pour limite en a si :
Ve>0, In>0, Ve el, |[zx—a|<n=|f(z)-1|<e

On note lim f(z) = L.

r—a

* On dit que f admet +oo (resp. —oo) pour limite en a si :
VAeER, In>0,Vzel, [x—a|<n= f(z)> A

(resp. f(z) < A)
On note il_r}ré f(z) = 400 (resp. —00).

* On dit que f admet [ pour limite en +00 (resp. —o0) si :
Ve>0, IM eR, Vzel, e > M= |f(zx) -1l <e

(resp. © < M = |f(z) — | <¢)
On note lim f(z) =1 (resp. mg@oo f(z) =1).

T—+00

* On dit que f admet +0o0 comme limite en +0oo si :
VAeER, IMeR, Ve el, 2> M= f(z)> A

On note lim f(x) = +ooc.

T—r+00

Pour la derniére configuration, si la limite est en —oo on change x > M
en x < M et sila limite vaut —oo on change f(x) > A en f(x) < A.
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Limites a gauche et a droite

Le conseil du prof :
De maniére générale, on a l’équivalence :

il_r)r}zf(m) =l<+= lim f(z)= lim+ flz)=1

Si de plus f est définie en a alors ces limites sont égales a f(a).

La propriété d’unicité

Opérations sur les limites

Pour les limites finies




CHAPITRE 2. LIMITES ET COMPARAISONS

Pour les limaites infinies
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Pour la composition de limates

Limites et inégalités

Du strict au large

Théoréme d’encadrement

Théoréme de comparaison
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Fonctions négligeables

Définition

Le conseil du prof :
Cette définition nous permet d’affirmer que : zF x o(x) = o(x**1) et

k
pour k > 1, % = o(zF1).

Négligeabilité et limite

Le conseil du prof :
Ainsi, dire que f = o(1) signifie que li_I)n f(z)=0.
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Négligeabilités classiques

*Va, 5 € R, % = o(zP) = a < Bet xaio(x5)<:>a>ﬂ.
*Va >0, V8 € R, (Inz)? = o(x®).
*VaeR, VB >0, z¢ = o(ef®).

Le conseil du prof :

On en déduit alors les croissances comparées suivantes :

r . Inz

— — 400 ; xe¥ — 0 ; — 0 ; zlnx — 0.

r x—+oo T——00 r xT—+o00 z—0t+

. . . . e

Attention auz fausses croissances comparées comme lim z?e™® ou il
T—r+00

faut changer la variable et poser X = 2% ; on a alors lim Xe X = 0.
X—=+o0

Fonctions équivalentes

Définition

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I telles que
Ve e I—{a}, f(z), g(z) # 0 (a peut étre infini).
On dira que f est équivalente & g au voisinage de a si :

Je: I >R, Ve el, fx)=(1+e(x))g(x)
ou il_r)r(lléf(x‘) = 0.

On notera alors f(z) ~ g(z) ou plus simplement f ~ g.
xT a a

Equivalence et limite
Avec les notations précédentes, on a 1’équivalence :
f(z)

f(@) ~ g(z) = il_lgm =1
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Le conseil du prof :
Awec ces caractérisations, on peut alors donner un lien entre la
négligeabilité et l’équivalence de fonctions :

frege=f-g=olg) = g—f=olf)

Equivalence et opérations

Le conseil du prof :
L’équivalent de fonction n’est pas compatible avec l'addition comme nous

le montre Uezemple suivant : e* +€2* ~ €% et —e* +€3* ~ —¢¥
mais pour autant on a (% + €2®) + (—e% +¢€3%) = 0 (la somme est

T——00
équivalente a e**).
De méme, les équivalents ne sont pas compatibles avec les fonctions
exponentielle et logarithme.

Equivalents classiques




