Reévisions

I. ENONCES DES EXERCICES

o (Etude d’une suite définie par une somme)

NE
Pour tout n € N*, on pose u,, = > —
k=1
Démontrer que la suite (uy,),>1 est convergente.
&

1.02 | e (Equivalent d’une suite)

n

1
Pour tout n € N*, on pose u,, = > .
=1 VEk

k+1
0y VA ) * 1 1
1°) Démontrer I’encadrement : V k£ € N*, < / —dr < —=.
VE+1 ~ Jp Vo Vk

2°) En déduire un encadrement de u,, .

3°) Déterminer un équivalent simple de w,, lorsque n tend vers +oo.

¢

1.03 | e (Etude d’une suite définie implicitement)
Pour n > 1, on considere la fonction f,, définie sur R™ par :

foizr— a2+ 4 -1
1°) Montrer qu’il existe une unique solution de I’équation f,,(z) = 0 sur
R . Nous noterons z,, cette solution.

2°) Etudier les variations de la suite (z,,).

3°) Montrer la convergence de la suite (x,,).
&

1.04 | e (Calcul d’une limite a I’aide d’un encadrement)
pn
Soitp € N\ {0,1}.Pour n € N,on pose u,, = Y, %
k=n+1

1°) Démontrer que : Vx € RY, %ﬁ-l <In(l1+4z) —In(x) < %

2°) En déduire que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite.

¢

1.05 | e (Etudes de suites récurrentes)
Dans chacun des cas suivants, étudier la suite (uy, ), en.
ui + Up

lo)uoz%etVnGN,unH: D)
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1
2°)ug=0etVn € N,up g = Lot
)UO n Un+1 2un+1
3)ug=1letVn € N,u,q1 = sin(uy,).

&

e o (Résolution d’équations différentielles linéaires d’ordre 2)
Soient a et b deux réels.

1°) Résoudre 1’équation différentielle vy’ — 4y = ax + b.
2°) En déduire les solutions de 1’équation différentielle y"” — 4y = alx| + b.

¢

o (Inégalités et encadrements)

Démontrer les inégalités ou encadrements suivants :
2

19)Ve eRY, 2z — 5 <In(l +2) <z

2)WreRy, 1+ Lo —La2 < yTHa.

2 8
3°) VY R JI3< : < {E3 1E5
YWz e +,x—F\sm(aj)\x—€+m.

<&
o o (Dérivation d’une intégrale a parametre)

1
Soit f la fonction définie sur R par: Vz € R, f(z) = / etz dt.
0

1°) Montrer que f est croissante sur R.
2°) Soit z € R. Montrer que pour tout » € [—1,1],ona:

1 1
flz+h) — f(z) :/ ht2et’ dt +/ T (efh — ¢2h — 1)dt
0 0

2
3°) Montrer que : Vu € [-1,1],0 < e* — 1 —u < e%.

4°) En déduire que la fonction f est dérivable sur R et que :

1
Ve eR, f(x)= / t2et’ @ dt
0
&

o ¢ o (Développement asymptotique d’une suite)

1°) Soit n € N*. Démontrer que 1’équation tan(z) = x admet une unique
solution dans I’intervalle } nmw— % , N+ % [ On désigne par z,, cette unique
solution.

2°) Etablir successivement les trois résultats suivants :

ar, ~ nm.
(n—+00)

_ iy 1
b) x,, = nm + 5 Arctan (_l“n )

-~ L
¢)x, —nmw 2 (i) AT
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3°) En déduire I’existence de trois réels a, b et ¢ tels que :
= an-+b-+ % + 0( 1 )

" (n—too) n
¢

e o (Etude d’une fonction définie par une intégrale)

1.11

1.12

1.13

2z

Soit F' la fonction définie par F'(x) = / #dt
. U+t +1

1°) Montrer que la fonction F’ est définie sur R.

2°) Montrer que la fonction F’ est dérivable sur R et étudier ses variations.

1

t

3°) Soit x € R*. En procédant au changement de variable u = =, exprimer

F(L) araide de F(%).

4°) En déduire 1i1’_~I_1 F(x).

Tr—T00

&

e o (Etude du caractere C' d’une fonction)
On considere la fonction f définie sur [0, 1] par :
In(1 -t .
vte[o,u,f(t):{—¥ sit €]0,1]
1 sit=20
1°) Montrer que f est continue sur [0, 1[.
2°) Montrer que f est de classe C' sur [0, 1[. Que vaut f/(0) ?

3°) Etudier les variations de f et donner sa représentation graphique.

&
o o (Etude d’une fonction réciproque)
On considere la fonction f définie par f(x) = Arccos(z) — V1 — z2.
1°) Déterminer I’ensemble de définition D de f puis étudier sa continuité
et sa dérivabilité sur D.

2°) Démontrer que f réalise une bijection de D sur un ensemble .J a préciser.
3°) Tracer les courbes représentatives de la fonction f et de sa fonction
réciproque g.
4°) Etudier la dérivabilité de g.
%
o o (Détermination d’un équivalent d’une somme)
Soit f la fonction définie sur [1, +oo par : f(z) = In (z + V22 — 1).
1°) Etudier la dérivabilité de f sur [1, 4+o0].

o : 1 1
2°) Etablirque :Vk > 2, ———=———— < f(k+1)— f(k) L ———.
q CESEE fhk+D)=fk) S 75—

3°) Déduire de la question précédente un encadrement de la suite (.5, ) définie

n 1 .
pourn > 2par: S, = > ————. Cette suite est-elle convergente ?
k=2 Vk?—1
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4°) Déterminer un équivalent de (.S,,) lorsque n tend vers +oo.

&
o (Intégrales et limites)
3 1
Pour tout n € N*, on pose I,, = / (sin(z)) " d.
0

1.15

1.16

%x <sin(z) < z.

1°) Démontrer que : Vx € [0, %],
2°) Etablir que la suite (I,),en- est convergente et donner sa limite.
3°) La suite (1), en~ est-elle convergente ?

&

o (Racine d’une fonction polynomiale)
Soit @ > 0. Pour tout n € N*, on considere la fonction

fn:]0,]] —m R; z+— 2" 4+ax—a
1°) Etudier les variations de f,, pour n > 1.
2°) Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique w,, € [0, 1] tel que
fn(uy) = 0.
3°) Montrer que la suite (u,),>1 est convergente et déterminer sa limite.
&

e o (Etude d’une fonction périodique)
Soit f une fonction de classe C! sur R et périodique de période T > 0.
On note C sa courbe représentative dans un repere orthonormal du plan.

1°) Montrer que f est bornée et qu’il existe deux réels « et (3 tels que :
f(a) = inf (£(z)) 5 f(8) =sup (f(x))

2°) Que peut-on dire de f(«) et f/'(5) ?

3°) Soit a € R. Ecrire I’équation de la tangente 7}, a C au point d’abscisse a.

4°) Soit A € R. Existe-t-il un réel a tel que C et T, se coupent au point M,
de coordonnées (a + A, f(a+ A)) ?

&
e (Calculs de limites)
Calculer les limites suivantes :
. e% — esin(@) . cos(ax) — cos(a)
Vs DT (020
(1+2)7 T
. r)r —e . xTr — _

¢

o o (Etude d’une suite définie par récurrence)

Un

eln +1°

On considere la suite (u,, ) définie parug € Ret:Vn € N u, 1 =

1°) Démontrer que : Vn € N* u,, € [0, 1].
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1.19

1.20

1.22

A

2°) Montrer qu’il existe un unique réel A € R tel que )\e+ T = A
e

Démontrer que A € 10, 1[.

3°) Prouver que : Vn € N, [up41 — A| < % |un — Al

4°) Démontrer que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.
%

o (Calcul d’une intégrale)
Soit f une fonction continue sur [a, b] (a < b) vérifiant :

Va €la,b], fla+b—x) = f(z)
1°) Que peut-on dire du graphe de la fonction f ?

b b
2°) Démontrer que : / zf(z)dr = QTH/ f(x)dz.

3°) En déduire la valeur de I = / &(g)daz.
o 14 cos*(x)

&
e o (Résolution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1)
On s’intéresse a 1’équation différentielle (E) : zy’ + 2y = 21+ T
T

1°) Déterminer ’ensemble des fonctions de classe C! sur R?% solutions de
(E) sur |0, +0o0].

2°) Déterminer 1’ensemble des fonctions de classe C! sur R* solutions de
(E) sur ] — 00, 0].

3°) Montrer qu’il existe une unique fonction f de classe C! sur R et solution
de (E) sur R.

1
4°) Soit f la fonction définie a la question précédente. Calculer / f(t)dt.
0

¢

o o (Résolution d’une équation fonctionnelle)
On désigne par E' I’ensemble des fonctions continues sur R et telles que :

VreR, f(2x) = /x(x —t)f(2t)dt +1
0
1°) Soit f € E.

a) Montrer que f est dérivable sur R et calculer alors f’.
b) Démontrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 2.
2°) Déterminer I’ensemble F.
&

e ¢ o (Etude d’une suite de fonctions)
On considere la fonction J; : R — R ; ¢t — cos(t) et pour tout n € N*,
on définit la fonction J,, par :
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t
VteR, Jut1(t) = / In(u)du
0

1°) Déterminer les fonctions .J; pour i € [2, 6].

o : A
2°) Etablirque : Vn > 1,Vt € R, |J,41(t)] < |n_|'
3°) Montrer que pour tout n € N*, la fonction P,, suivante est polyndmiale :

P,:R—R;tr—— J,(t) —cos(t— (n—1)%)

2
k=1 —y
4°) Montrer que : Vk € N* Vt € R, Poyy1(t) = (=1)kF 30 (—1)/ 2
3=0 :
5°) Démontrer que pour tout réel ¢, on a I’égalité :
- _2 BTV SR il
e TR TR TR e (2k—2)!] = cos(?)

&

e o o (Exercice de synthese)

Soit f la fonction définie sur R par: V¢ € R, f(t) = t3 + ¢.
1°) a) Déterminer les variations de f.

b) Montrer que f admet une fonction réciproque. On note g cette fonction.
Ainsi, pour tout nombre réel z :

(9(2))" + glz) = =

¢) Montrer que la fonction g est strictement croissante et impaire.

d) Montrer que g est dérivable sur R. Exprimer ¢’ en fonction de g.

e) En déduire que g est de classe C* sur R.

f) Etudier la convexité de g.

g) Construire les courbes représentatives de f et g dans un méme repere.
2°) a) Démontrer que g admet en 0 un développement limité a tout ordre.

b) Expliciter ce développement a 1’ordre 3.

¢) Montrer que g(x) e V.
+oo

II. INDICATIONS

1.01 Montrer que les deux suites (usy,) et (u2,11) sont adjacentes.

1.03 Pour la question 2), on pourra chercher le signe de f,(z,+1) en utilisant le fait que
fn+1(xn+1) =0.

1.04 Pour la question 1), on pourra faire une étude de fonctions, ou bien utiliser la formule
des accroissements finis. Pour la question 2), on pourra utiliser I’encadrement de la question
1) avec x = k puis sommer les encadrements obtenus.

1.07 Pour chaque inégalité, on pourra appliquer la formule de Taylor-Lagrange & une fonction
bien choisie.

1.08 Pour la croissance de f,on pourra revenir a la définition de cette notion. Pour la question
3), on pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange.
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1.09 Pour la question 1), on pourra étudier la fonction 2 +— tan(xz) — z sur U'intervalle

Jnm— % , T+ % [. Pour la question 2) b), on pourra appliquer la fonction Arctan a I’égalité

tan(z,) = , puis simplifier I’égalité obtenue.
1.11 Pour montrer la dérivabilité de f en 0 a la question 2), on pourra utiliser le théoreme
de limite de la dérivée.

1.13 A la question 1), pour démontrer que f n’est pas dérivable en 1, on pourra utiliser
le théoreme de la limite de la dérivée. La question 2) pourra étre démontrée en utilisant la
formule des accroissements finis. Pour encadrer .S;, dans la question 3), on pourra sommer
les encadrements obtenus dans la question 2).

1.14 La question a) pourra &tre démontrée en utilisant des arguments de convexité. Pour la
question 3), on pourra revenir a la définition de la limite.

1.15 Pour montrer la convergence de (uy,), on pourra montrer sa monotonie en étudiant le
signe de f,, (u,11). Pour le calcul de la limite, on pourra raisonner par I’absurde en supposant
que la limite de (u,,) est strictement inférieure a 1.

1.16 Pour la question 4), on pourra montrer que le probleme revient & s’intéresser a
I’éventuelle annulation de la fonction a — f(a + A) — f(a) — Af'(a).

1.18 A la question 2), on pourra étudier la fonction = — €® — z(e® + 1). La question 3)
peut &tre résolue a I’aide de 1’inégalité des accroissements finis.

1.19 A la question 2), on pourra effectuer un changement de variable pour exploiter la
propriété vérifiée par f. A la question 3), on pourra essayer d’appliquer la question 2) avec
une fonction f et des réels a et b judicieusement choisis.

1.20 Pour la question 3), on pourra raisonner par conditions nécessaires et suffisantes. Pour
la question 4), on pourra faire une intégration par parties et utiliser I’équation différentielle
(E).

1.21 Pour la question 1) a), on pourra utiliser la linéarité de I’intégrale et appliquer le

u(x)
théoreme de premiere année sur la dérivation des fonctions de la forme x — / g(t) dt.
0

1.22 Pour les questions 2), 3) et 4), on pourra raisonner par récurrence. Pour la question 5),
on pourra combiner les réponses 2) et 4).

1.23 Pour les questions 2) a) et 2) b), on pourra utiliser la formule de Taylor-Young. Pour
la question 2) ¢), on pourra se servir de 1’égalité rappelée dans la question 1) b).

III. CORRIGES DETAILLES DES EXERCICES

Corrigé 1.01

Rappelons qu’une suite (u,,) est convergente si et seulement si les deux suites (uay, )
et (ugp+1) convergent et ont la méme limite. Nous allons ici démontrer que les deux
suites (ugy,) et (u2,41) sont adjacentes, ce qui permettra de conclure.
2n+2 (_1)k+1 2n (_1)k+1
k=1 k k=1 k
(_1)2n+2 N (_1)2n+3 B 1

2n+1 2n+2  (2n+1)(2n+2)

La suite (us,,) est donc croissante. Par ailleurs :

Vn € N* ugpqo — Uy =

>0
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2n+3 -1 k+1 2n+1 -1 k+1
VnEN*,u2n+3—u2n+1: Z %_ ( )

k=1 k=1
_ (_1)2n+3 N (_1)2n+4 _ 1 <0
2n + 2 2n+3 (2n+2)(2n+3) =

La suite (ug,,+1) est donc décroissante.

Enfin, on constate que :

I im GV pn L

im (u —Ugp) = lim 24— = lim
n—-—+oo ( 2n+1 2n) n—-—4oo 2” + ]. n—+oo 2n + 1

Les deux suites (usgy,) et (ug2,+1) sont donc adjacentes, et par conséquent, ont la

méme limite. Il en résulte que la suite (u,,) converge.
Corrigé 1.02

1°) Considérons k € N*. Pour tout x € [k, k + 1], on peut écrire :

_|_
1 1

- < = <

Vk Vi

En intégrant cette inégalité entre k: et /~c +1,0n obtlent :

k+1 ) k+1 . k+1 )
d:vg/ —dmé/ —dx
/k vVE+1 v VT v VE

ce qui s’écrit encore :

S

k+1

1 1 1
Vk € N, < A g < L
VE+1 = i WV Vk

2°) Nous allons sommer les encadrements précédents lorsque k varie de 1 a n. On
obtient :

n 1 n k+1 n

1
g d.’E X =
kZ::1 vk+1 kZ::1 k. VT 2::1

En effectuant le changement de variable £’ = k + 1 dans la premiere somme, et en

utilisant la relation de Chasles dans la somme du milieu, on en déduit alors :
n+1

k'= 2\/_ / kil_

ce qui peut encore s’écrire :

Upt1 — 1 < [2\/_]n+ < Up,S0it: upy; — 1 <2vn+1-2< u,
Il en résulte :

VneN" 2yn+1—-2<u,<2y/n—1
3°) En divisant chaque membre de 1’encadrement précédent par 2,/n, on obtient :

VneN /14 + - — 21— ——
no \/n o 2vn 2v/n
Le membre de gauche et le membre de droite tendent vers 1, donc, le théoréme
d’encadrement permet d’affirmer que lim —%2- = 1. En conclusion :

n—+oo 2¢/n
Up ~  2¢/n

(n—+00)




