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����� �
 �

�	
���� (P =⇒ Q) �����
� � �	
���� ��� ((
	
 Q) =⇒ (
	
 P ))

� ���� a, b ∈ ��� ��	�
�
 �
� � �� ∀ ε > 0, a < b+ ε ���
� a ≤ b

�����		�	� ��
 ��	�
������ �� ��	�
�	� ��
��� �
� �

a > b =⇒ ∃ ε > 0, a ≥ b+ ε

���� ����������� a > b� �	 � ��	� a − b > 0 ��� ��	��� �	 ��
� �
�
��



	 α > 0 ��� �
� a− b = α�

�	 ���������	� ���
� ε =
α

2
� �	 �  ��	 a ≥ b+ ε�

������� �	� 
 ������������ ��� 
��������

�� �

	�� 	
 ���� �	
���� ��� P =⇒ Q �� 
	
�	��
�� �� ����	
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 ����	�� ��	�� ��� ��	
 � P �� ����� 
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� ���� A ∈Mn(��) ����� �
� A �= 2I �� A2 = 2A�
��	�
�
 �
� A 	���� ��� �	��
�� ���

�����		�	� ��
 ��� �

�� �� �
�����	� �
� A ���� �	��
�� ���

!	 �
������� ���
� �� 
������	 A2 = 2A ��
 A−1 "# $�
��� �
 # �
����%

�� ���� 	�
� ��		� � A = 2I�
&��� ���	� �	 ��	�
�������	 ���� ����������� �� ����
�� �	 ���	� �� ��	'

�
�
 �
� A 	���� ��� �	��
�� ���

()
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�� ��� ��� �����
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���

�
������� ��� ����� 	
����� A ∈Mn(
�) �� ����	���� �� 	
�����

������ �� A = A1 +A2 �� A1 ��� ��	������� �tA1 = A1� �� A2 ���


�����	������� �tA2 = −A2��

����
�� � ��������� ������ ����� ����	�������� A = A1+A2 ��� �������

�� �
��
�� � �
 ��
������� �� 
 ��
� ����
����� �

tA = tA1 +
tA2 = A1 −A2 (2)

!"�� (1) + (2) �� 
 � A1 =
1

2
(A+ tA) �� 
"�� (1) − (2) �� 
 �

A2 =
1

2
(A− tA)� #��� ����������

�
�
���� � ������ A1 =
1

2
(A+ tA) �� A2 =

1

2
(A− tA)�

$� "���%� ��� A1 ��� ��	������� � tA1 =
1

2
( tA+A) = A1 

�� A2 
�����	������� � tA2 =
1

2
( tA−A) = −A2�

!���� �� 
 A = A1 +A2 ���� ����������� ����� ����� ����	���������

������� �	� � �
���������� �
� �����
�����

 � � !��"���	��
 ���� 	�
����� ���� 	��
��� ��� ����������� �

� !����� 
��
�� ��� ������������ �� #� �� �� ��	���
��
��� $	��� ����

���������%�

� �������� ��� ���"�� �	�����
��� $�� 
 � 
��� &�����		��
 ��� �	�����
���
���� ��	��� ��� ����
��%�

� &��� α �� ���� ��� ��� �� A ��� 	
����� �� Mn(
�)�
������� ��� � Sp(αA) = {αλ �� λ ∈ Sp(A)}�

��
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a ∈ Sp(αA) ⇐⇒ ∃X �= 0, (αA)X = aX

⇐⇒ ∃X �= 0, α(AX) = aX

⇐⇒ ∃X �= 0, AX =
a

α
X

⇐⇒ a

α
∈ Sp(A)

⇐⇒ a ∈ {αλ �� λ ∈ Sp(A)}

����
 ��� 
������
��	� �� �
�� �������
 ��
 �

Sp(αA) = {αλ �� λ ∈ Sp(A)}
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 ��� ������� �!��
������ �!�� �������� �� ���� ���
��"�� �

# �!����
�
���
�� �!�� ��� ������� ��� ��� 
����
���
�� ��������� ��


���
���
�� 
�������� $
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�
 ��� x ∈ E 


� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� ������� 	�� x ∈ E
 �� 
��� �������� �� ��������������� ��� �� ������

����� ���������� ���������� E �� ������� 	�� ��������� x �����
��� ���������

�

���� f ����	�
���
��
� 	� ��2 	��� �� 
������ 	��� �� ����

��������� 	� ��2 ��� � A =

(
1 2
3 2

)
�

������� ��� u = (1,−1) ∈ Ker(f + Id)�

��

� �� � �� 
������ A 	� f � �� �������� 
����������
����

���� ������� ���

(
1
−1

)
∈ Ker(A+ I)� �� ������� �� ��������������� 	�

��� ����
��� � X ∈ Ker(A+ I)⇐⇒ (A+ I)X = 0�

�� ������� 	��� � (A+ I)

(
1
−1

)
=

(
2 2
3 3

)(
1
−1

)
= 0�

 ����� �� � (f + Id)(u) = 0 �����!"!	��� u ∈ Ker(f + Id)�

���� ������	 ���	
�
 ��� E ⊂ F 


� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� ������� 	�� E ⊂ F 
 �� �������� ������������� �

x ∈ E =⇒ x ∈ F

� ���� f �� g 	��# ��	�
���
��
�� 	��� ������ ��������� E�
$������ ��� � g ◦ f = 0⇐⇒ Im f ⊂ Ker g�

(=⇒) ��������� ��� g ◦ f = 0 �� 
������� ��� Im f ⊂ Ker g�
���� y ∈ Im f � ����� ∃x ∈ E, y = f(x)�
�� ������� ����� �

g(y) = g ◦ f(x) = 0

	��� y ∈ Ker g �� ����� �� � ����������� Im f ⊂ Ker g�
(⇐=) ��������� ��� Im f ⊂ Ker g �� 
������� ��� g ◦ f = 0�
%� �&��� ���� ���� x ∈ E� �� � g(f(x)) = 0 ��� f(x) ∈ Im f ⊂ Ker g�

'(
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��	���� ����� � ��
 ������ ���������

�� � �����	
������ 


E = F ⇐⇒ (
E ⊂ F �� F ⊂ E

)

�� �� ��
	��� ����� � �� ������� �����������

� ���� f �� ����	�
���
	� ���� �
���� �����
��� E�
����
�
 ��� � Im f ∩Ker f = {0} ⇐⇒ Ker f = Ker f2�

(=⇒) �����
��
 ��� Im f ∩ Ker f = {0} �� 	���
��
 ��
 ������
�����
��� ��� Ker f = Ker f2�

�������
��� Ker f ⊂ Ker f2 �
� ������

 �
��� ���
��� ���
 x ∈ Ker f �
�� � f(x) = 0 �� ����� ��
 ����������� �� f ������
�� �� �������
f2(x) = f(0) = 0 ���
������
� x ∈ Ker f2�

���
 �����
� �����
���� �� ���
���
� x ∈ Ker f2 
��� f2(x) = 0�
 � � ���� f(f(x)) = 0 �� ��� ����� f(x) ∈ Ker f ! �
� ��
 ��"������
	#	�� �� � f(x) ∈ Im f �� ���� f(x) ∈ Ker f ∩ Im f = {0} 
���
f(x) = 0 �� ����
� x ∈ Ker f �
(⇐=) �����
��
 ��� Ker f = Ker f2 �� 	���
��
 Im f ∩Ker f = {0}�
���� x ∈ Im f ∩Ker f ! ��		� x ∈ Im f �� � ���� � ∃u ∈ E, x = f(u)�
$�		� x ∈ Ker f � �� � f(x) = 0�
%� ��	������ ��
 ���& ��'�
	�����
� �� � � f(x) = f2(u) = 0 ! ���� ��
� u ∈ Ker f2 = Ker f �� ���

 f(u) = x = 0�
 � � ���� Im f ∩Ker f ⊂ {0} ! �������
��� 
����
���� ����� ���������
�� � ���(����� �������

�������� � �� �	�
 ��

����� �
������� 
��� 
����� ����
�� ����� ����������� 
�����	�� F ��� ����	�

� {0}� ������	�� ��� ��	�����	��� ������ ��	
	���� ����	���� ��� ���� �

{0} ⊂ F ���� 0 ∈ F ��

)*
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E = F ⇐⇒
⎧⎨
⎩

E ⊂ F

card E = card F
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