Chapitre

Rappels et outils de base

1.1 Espaces topologiques

On rappelle ici quelques notions sur les espaces topologiques utilisées dans ce livre.
Le lecteur intéressé pourra, par exemple, consulter les références [64, 149] ou [169].

Définition 1.1.1 On appelle espace topologique un couple (X,7) ot X est un en-
semble et T est une famille de sous-ensembles de X, appelés ouverts, vérifiant :

(01) toute réunion d’ouverts est un ouvert;
(02) toute intersection finie d’ouverts est un ouvert ;

(03) X et O sont des ouverts.

En d’autres termes, une famille 7~ de parties de X est une topologie sur X si elle est
stable par union quelconque, intersection finie et contenant X et Q.

Définition 1.1.2 Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X,7). On dit
que A est un fermé ou partie fermée de X si le complémentaire de A dans X est
ouvert, c’est-a-dire si 'ona A = CxA e T.

La famille ¥ des fermés d’un espace topologique (X, 7") vérifie les propriétés sui-
vantes, appelées axiomes des fermés.

(F1) toute réunion finie de fermés est un fermé ;
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(F2) toute intersection de fermés est un fermé ;

(F3) 0 et X sont fermés.

Définition 1.1.3 Soient T et T, deux topologies sur un ensemble X. On dit que T
est plus fine que T (ou bien que T est moins fine que T,) et on note T1 € T, si
Uapplication identité I : (X,72) — (X,71) est continue. De plus, si 71 & T», on
dit que T est strictement plus fine que T (ou bien que T est strictement moins fine
que 7).

La relation binaire C définit une relation d’ordre partiel sur I’ensemble de toutes les
topologies possibles sur X.

Soient 77 et 7, deux topologies sur un ensemble X. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

e 71CTy;
e pour tout x € X, tout voisinage de x pour 7 est un voisinage de x pour 7> ;

e pour toute partie A de X, I’adhérence de A pour 77 est contenue dans I’adhérence
de A pour 77 ;

e toute partie de X fermée pour 7 est fermée pour 75.

Bases d’ouverts

Définition 1.1.4 Soient (X,7") un espace topologique et B C T. On dit que B est
une base d’ouverts de X ou base de la topologie T si tout ouvert non vide de X est
réunions d’ouverts appartenant a B.

Soient (X,7") un espace topologique et 8 C 7. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) B estune base d’ouverts de X ;

(b) pourtout U € 7 ettout x € U, il existe B € Btelque x € BC U.
Voisinages, bases de voisinages
Soient (X, 7") un espace topologique et x un point de X. On appelle voisinage de x
toute partie V de X contenant un ouvert U contenant x, c¢’est-a-dire {x} € U € V. On
note I’ensemble des voisinages de x, V(x). Plus généralement, soit A une partie de X,

on appelle voisinage de A toute partie V de X telle qu’il existe un ouvert U vérifiant
AcUcCV.

Pour tout x € X, la famille V(x) de sous-ensembles de X vérifie les propriétés sui-
vantes
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(V1) pourtout x € X, V(x) # 0 et pour tout V € V(x),onaxeV;

(V2) toute partie de X qui contient un élément de V(x) appartient & V(x);

(V3) l’intersection de deux éléments de V(x) est élément de V(x);

(V4) pour tout x € X et tout V € V(x), il existe W € V(x) tel que, pour touty € W,
on ait V € V(y).

Définition 1.1.5 Soient (X, T") un espace topologique et x un point de X. On appelle
base de voisinages de x toute famille B(x) de voisinages de x telle que, pour tout
voisinage V de x, il existe W € B(x) tel que W C V.

Le résultat suivant donne une connection entre les bases d’ouverts et les bases de
voisinages.

Proposition 1.1.1 Soient (X,7") un espace topologique et B C T . Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(a) B est une base d’ouverts ;

(b) Pour tout x € X, la famille {U € B : x € U} est une base de voisinages de x.

Intérieur, adhérence, frontiere

Définition 1.1.6 Soient (X, 7)) un espace topologique, x € X et A un sous-ensemble
quelconque de X.

(a) On dit que x est un point intérieur a A si A € V(x). L’ensemble de tous les
points intérieurs a A s’appelle Iintérieur de A et se note A. C’est le plus grand
ouvert de X contenu dans A.

(b) On dit que x est adhérent a A lorsque tout voisinage de x intersecte A. L’en-
semble des points adhérents a A s’appelle I’adhérence de A et se note A. C’est
le plus petit fermé de X contenant A.

(c) On dit que x est un point frontiére de A si x € A et x € A°. L'ensemble des
points frontiere de A s’appelle la frontiere de A et se note dA. En fait, on a
A = AN A° = A\A.

(d) On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x contient
un point de A distinct de x.

(e) On dit que a € A est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V de a tel
que VN A ={a}.

La notation C\D désigne la différence des ensembles C et D. Plus pécisément, on a

C\D:={xeC : x¢D}.
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Sous-ensembles denses

Définition 1.1.7 Soient (X,7T) un espace topologique et A un sous-ensemble de X.
On dit que A est dense dans X si A = X.

En d’autres termes, le sous-ensemble A est dense dans X si et seulement si il intersecte
tous les ouverts de X.

Proposition 1.1.2 Soient (X, 7)) un espace topologique, B une base d’ouverts de X
et A un sous-ensemble de X. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) A estdense dans X.
(b) Pour tout ouvert non vide U de X, ona AN U # 0.
(c) Pourtout Be Btelque B+ 0, onaANB+0.

Espaces séparables

Lorsqu’un ensemble est fini, c’est-a-dire ses éléments peuvent étre listés par une
suite finie, son cardinal est la longueur de cette suite, autrement dit il s’agit du
nombre d’éléments de I’ensemble. Les choses deviennent plus compliquées des que
I’on passe en cardinalité infinie.

Définition 1.1.8 Un ensemble E est dit dénombrable s’il est en bijection avec une
partie de N.

Avec cette définition un ensemble de cardinal n est dénombrable puisqu’il est en
bijection avec {0, 1, - - -, n — 1}. Parfois, la définition de dénombrable sous-entend que
I’ensemble est de cardinal infini.

Définition 1.1.9 On dit qu’un espace topologique (X, T") est séparable s’il admet un
sous-ensemble dénombrable et dense.

Il est clair que tout sous-ensemble d’un espace séparable est séparable.

Espaces topologiques séparés

Définition 1.1.10 Soir (X,7") un espace topologique. On dit que X est séparé, si

pour tous x,y € X distincts, il existe V voisinage de x et V, voisinage de 'y tels que
VinV,=0.

On note la topologie d’un espace topologique séparé a suffisamment d’ouverts pour
distinguer les points de X. Ainsi, pour tout x € X, le singleton {x} est fermé.
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Continuité et limites d’applications

Soient (X, 77), (¥,7") deux espaces topologiques et f : X — Y une application. On
dit que f est continue en un point x € X si I’image réciproque par f de tout voisinage
de f(x) est un voisinage de x, c’est-a-dire f~'(V(f(x)) C V(x). L’ application f est
dite continue sur X si elle est continue en tout point de X.

Une bijection f : X — Y continue, ainsi que sa bijection réciproque, est appelée un
homéomorpdisme. On dit que X et Y sont homéomorphes, s’il existe un homéomor-
phisme de X sur Y.

On note que si X est un espace séparé homéomorphe a Y, alors Y est aussi séparé.

Soient (X, 7") et (¥,7) deux espaces topologiques, A un sous-ensemble quelconque
de X, f une application de X dans Y et a un point adhérent 2 A. On dit que [ € Y est
limite de f en a, ou que f(x) tend vers [ lorsque x tend vers a, si pour tout voisinage
V de [, il existe un voisinage W de a tel que f(WNA) C V.

Normalité

Soit (X, 77) un espace topologique séparé. On dit que (X, 7°) est normal si deux fermés
disjoints peuvent étre séparés par deux ouverts disjoints. En d’autres termes, si F; et
F> sont deux fermés de X, alors on a

FiINF,=0 = 301, 0, €T ;F1C01, F,C0,, O0O;1N0O;=0.

Théoréme 1.1.1 (Uryshon) Soit X un espace topologique normal. Si A et B sont
deux fermés disjoints de X, alors il existe une fonction continue f : X — [0,1]
valant 0 sur A et 1 sur B.

Théoréme 1.1.2 (Tietze) Soient X un espace topologique normal, A une partie fer-
mée de X et [a, b] un compact de R. Une application continue f : A — |a,b] peut-
étre prolongée en une application F : X — [a,b] continue telle que F(x) = f(x)
pour x € A et sup |[F(x)| = sup|f(x)|.

xeX x€A

Limite, valeur d’adhérence d’une suite
Soient (x,)sen une suite d’un espace topologique (X, 7") et / un point de X.

e On dit que la suite (x,),en converge vers [ ou que [ est limite de (x;,)en Si
MVeVWD) (dAnyeN) (¥n>ng) : x,€V.

e On dit que / est une valeur d’adhérence de (x,),en Si, tout voisinage V de [, 'en-
semble {x, : n € N} NV est infini.
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1.2 Espaces métriques

1.2.1 Généralités

Soit X un ensemble. Une application d : X X X — [0, +oo[ est dite une distance (ou
métrique) sur X si les propriétés suivantes sont vérifiées

(1) Vx,ye X, d(x,y) = 0si, et seulement si, x =y (propriété de séparation) ;
(i) Vx,y e X, d(x,y) =d(y,x) (propriété de symétrie) ;
(1) Vx,y,z€ X, d(x,2) <d(x,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).
Pour tous x,y € X, le nombre d(x,y) est appelé la distance des éléments x et y. Un

ensemble X muni d’une distance d est appelé un espace métrique, on le note (X, d).

Soit (X, d) un espace métrique. On définit les boules ouvertes et les boules fermées
de centre x et de rayon r > 0 comme les parties suivantes de X :

Bx,r)={yeX : dx,y)<r}, Brx,r)={yeX :dxy <r}.
On appelle sphere de centre x et de rayon r, I’ensemble
Sx,r)={yeX :dxy =r}.

Soient (X, d) un espace métrique, a un point de X et A une partie non vide de X. Le
réel
d(a,A) :=inf {d(a,x) : x € A}

est appelé la distance de a a A. On appelle le diametre de la partie A le nombre
diam(A) := sup{d(x,y) : x,y € A}.

On note que diam(A) € R*U{+0o0}. On dit que la partie A est bornée si diam(A) < +co.
Il est clair que si une partie non vide d’un espace métrique est bornée, alors elle est
nécessairement contenue dans une boule fermée centrée en 0.

Une partie U d’un espace métrique X est dite ouverte si ¢’est une réunion de boules
ouvertes. De maniére équivalente, U est ouverte si et seulement si, pour tout point
de U, il existe une boule ouverte de centre x et de rayon strictement positif contenue
dans U. L’ensemble O des ouverts de X vérifie les propriétés (O1), (02) et (O3) de
la définition 1.1.1, c’est-a-dire il est stable par union quelconque, intersection finie
et contient X et (. Cette topologie particuliere qu’on vient de définir a partir des
boules est dite la topologie engendrée par la métrique d. Un espace métrique muni de
cette topologie est évidemment un espace topologique. On note aussi que la topologie
engendrée par une métrique est séparée.
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Soit x un point d’un espace métrique X. Les boules de centre x constituent une base
de voisinages de x. On peut aussi prendre les boules de centre x et de rayon I’inverse
d’un entier, ce qui montre que dans un espace métrique chaque point admet une base
de voisinages dénombrable.

Remarque 1.2.1 Par définition, B(x, r) est le plus petit fermé (au sens de 1’inclusion)
contenant B(x, r). Comme la boule fermée B(x, r) contient B(x, r), on obtient

B(x,r) € By(x,r).

Cette inclusion peut-&tre stricte. Toutefois, lorsque X est un espace vectoriel normé,
on a toujours 1’égalité

B(x,r) = By(x,r) et Bof(x, r) = B(x, r). ]

Notations : Dans cet ouvrage, on adopte les notations suivantes :
B.(x) := By(x,r) et B, :=Bs(0,r). |
Soient (X, d), (X', d") deux espaces métriques et f : X — X’ une application. Comme

les topologies de X et X’ sont engendrées par les distances d et d’, la continuité de f
en un point x de X est équivalente a

Ve>0,36>0,¥yeX, (dxy) <= d(f(),[)<s)

Définition 1.2.1 Soient (X,d), (X’,d") deux espaces métriques et f : X — X' une
application. On dit que f est uniformément continue si

Ve>0,36>0,VxyeX, (dx.y) <o= d(f(x).f)<s).

On note que le concept de fonction uniformément continue n’a pas de sens dans les
espaces topologiques généraux.

Fonctions semi-continues

Soient X un espace topologique, xo un pointde X et f : X — R U { — oo, 400} une
fonction. On dit que f est semi-continue supérieurement en xq si, pour tout € > 0, il
existe un voisinage U de xg tel que

Vxe U, f(x) < f(xo) + &

Si on est dans un espace métrique, f est dite semi-continue supérieurement en xy si

lim sup f(x) < f(xo).

X— X0
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On dit que f est semi-continue supérieurement sur X si elle est semi-continue supé-
rieurement en tout point de X.

On dit que f est semi-continue inférieurement en xq si, pour tout £ > 0, il existe un
voisinage U de xo tel que

Vxe U, f(x) = f(xg) — &.
Si on est dans un espace métrique, f est dite semi-continue inférieurement en xg si
liminf f(x) > f(xo).
X=X
On dit que f est semi-continue inférieurement sur X si elle est semi-continue infé-

rieurement en tout point de X.

On note qu’une fonction est continue en un point si, et seulement si, elle est semi-
continue supérieurement et inférieurement en ce point.

1.2.2 Suites dans les espaces métriques

On rappelle qu’une suite (x,),en d’un espace (X, 7" ) converge vers un point x de X
si, pour tout voisinage V de x, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, x, € V.

Lorsque X est un espace métrique, la suite (x,),en converge vers une limite / si et
seulement si la suite des réels (d(x;, [)),en converge vers O ou encore

(Ve > 0) (AN(e) € N) (Yn € N) (n > N(g) = d(x,, 1) < g).

Comme les espace métriques sont séparés, si une suite admet une limite, alors elle
est unique.

Définition 1.2.2 Soient (X, d) un espace métrique et (x,)nen une suite de points de
X. On appelle sous-suite (ou suite extraite) de (x,)en, toute suite (X )nen Ol @ est
une application strictement croissante de N dans N.

Définition 1.2.3 Soient (X, d) un espace métrique, (x,)nen une suite de points de X
et a € X. On dit que a est une valeur d’adhérence de (x,)nen S’il existe une sous-suite
de (xp)nen qui converge vers a.

On a équivalence entre
(a) a est valeur d’adhérence de la suite (x;,),en ;
(b) Ve>0)(YNeN)(@n =N, |x,—al<e).



