
�������� 	

���������� 	� 	
	��
	�

���������	��

���� �� ����	
�� �� 	�
��
�	
 
��
 
�����
 �� ������ 
� ����� ��
� D�

����
	
�� 
� ����
	��� 	�
���	���
 
��	������ � ������
 ������ ����	
� ��


���� ��� �������� ����� �
 ����� 
� ����
	��� �����
����
 � �������� D� ���

����
	��� ���
 ������
 �
	�	���� ����	 �	�� 
��� ��� 
�����
��
	��� 
�  ��� ���


����!���  �� 
��� �� ������
	�� 
� �������� �����	���� "�� 
	�
�	��
	�� T
��
 ��� ����
	������� �	���	��

T : D −→ R(�� C), ϕ �−→ 〈T, ϕ〉,

�
 ���
	��� #�� �� ����  �	 ���� ����	��$ ��� �������� D� %� 
���� 
���
���


���	
	��� � �	�����
��� �
	��� �� ���
	 ��� &�� 
	�
�	��
	��� ������
 �� ��'

���� ���
��	��� ��
� D′� 
��� 
� D� %� ���
��  �� ��� ����
	��� ���������


��������� 
�
���	���
 
�� 
	�
�	��
	��� (

D −→ R(�� C), ϕ �−→
∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx.
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� ���������� 
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	�
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	���� "� ��
�� ������� 	����
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 ��
 �� 
	�
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	��

δ 
� �	��� #���� ��������
� ��� ����� �� ��� ����)� *� ������ � ����	)	��$� %�

�� 
���	
 
���� ���	!�� �	)������� �
 �� ����	 �� ���� ��	 ���� �� ���
 ���

+
�� ��� ����
	��� ����	
� �� 
���	
 ��� ������ ����� �
��
 ��� ����
	�������

�	���	�� ���
	��� #
��� �� ����  �	 ���� ����	��$ ��� �������� C 
�� ����
	���

���
	���� � ������
 ������ %� ���
��  �� 
��
� ������ ��
 ��� 
	�
�	��
	��

�
  �� �� ���	��� �� ����
 ��� �������	�����
 ���	�� &� 
	�
�	��
	�� δ 
� �	���
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��� ��� ����	�
 � �
	��	 �� �������� ���������� ���
��� ��	 ��� ����	�� 	�����

�	
�� R
n� �� 	���������� �
 ��������� ����
�� ����� ����	������� ��	 R

n
 �����

������� �� ����	��� �� 	���������� �
	 ��	��
� � ��� ���� ������	���
 ����

���� ��	��� �����	����	� �
 ������ �� �����	� ����� ����	�������
 !��� ��		���

������ ����	������� �
	�������	� ���� 
�����	� ��� � ������� " �� ���
�� ����

�
	�� ��� D
 #��� �������	� � �	����� �����	�
�� �
 �
���	 �	�����
�� �� �
��

��$� ��� �����	�� ��� %�������� �� ��� ����	��������� �
 �
	��� ��� ����	���������

��� �
	���� ����� �� &
�
�
	�� ���
� ���� �	
���� �� ���
��
 '�� � �	����� �
�
�

�� �
�
( ���� �	�� ����	�
��� �� ��	��� ������� �������� �
	 �
 �����


��� ������ 	�� 
���
���� 
��
 D
��������� �	�	� �� ������ �	 
���
�� ����	 �
����
� f : R

n → R(
� C) ���


���f = ��� {x ∈ R
n : f(x) �= 0},

��	
�������	 �������	��	 �	 ��	�
	���	 �	
 x �	�
 ��	 f(x) 	
� �
� ��	�����	�	��

����	� ����	�	�� ���� ��	
� �	 ���
 �	��� 	�
	���	 �	��� 	� �	�
�
 ����	� f 	
�

��	�����	�	�� ����	�


��
��� �	�	� �
�� x = (x1, ..., xn) ∈ R
n� r = ‖x‖ =

√
x2

1 + · · · + x2
n� ��

�

	

f(x) =

{
e
− 1

1−r2 
� r < 1
0 
� r ≥ 1

�� � 
���f = {x ∈ R
n : ‖x‖ ≤ 1} � �� �
��	 �	 �	���	 � 	� �	 ���
�  �

��������� �	�	� �� ��
�!�	 ��� D(Rn)� 
� �
�� 
����	�	��� D ��	�
	���	

�	
 �
����
�
 ��������	�� ����"���	
 � 
���
�� �
���

D = {ϕ ∈ C∞ : 
���f �
���}.

#	� 	�
	���	 
����	��	 	
���	 �	 ��
	 	� 
	
 ����	��
 �
����
�
 �	 ��
	 $
�

�
����
�
 �	
�
%�

!����� ��� D ��� �� ���
�� �����	��� ��	 C )�� ϕ1, ϕ2 ∈ D �� α, β ∈ C� 
��	�

αϕ1 + βϕ2 ∈ D* �� ��������� ������
 +� ����� �
� ������� ��� �����
�� D
�������� ��
��	�� %�������� ��� ��� %�������� ������
 !��� �����	��� ���
�	��

)���	 � ������ �
�
( �� �
�
, 
���� ��� ��� �	���� �
-
�* �������� � ������ ��

������ %�������� �� ��� ��	��� ������ �
	 �
 �����




���� ������ ��� 	
���

�� ���� D ��

������� ����	 �� �������� f : R −→ R 	
���� 
��

f(x) =

{
e−

1
x2 �� x > 0
0 �� x ≤ 0

��� 	� ������ C∞� �� x < 0� ������ ��� 	
���
�� 	� f ���� ������� �� x = 0� ���

	
���
�� � ������ 	� f ���� ������� �� x > 0� �� �

f ′(x) =
2
x3

e−
1

x2 , f ′′(x) =
4 − 6x2

x6
e−

1
x2 , ..., f (k)(x) =

P (x)
x3k

e−
1

x2 ,

�� P (x) ��� �� 
�������� ��� �����

lim
x→0+

f (k)(x) = P (0) lim
x→0

e−
1

x2

x3k
= P (0) lim

u→∞
u

3k
2

eu
= 0,

�� ���� 	 �

��!��� 
�������� ���� �� ����� 	� � "��
����� #���� �� x = 0� ���

	
���
�� � 	����� 	� f ���� ������ $ f (k)(0) = 0� ∀k ∈ N� #� �%��� 
����	���


�� �
�������� ��� k� &��� k = 0� � ��� 
��	���� ��

����� !�� f (k)(0) = 0 ��

�������� !�� $ f (k+1)(0) = 0� '� �

f (k+1)(0) = lim
x→0

f (k)(x) − f (k)(0)
x − 0

= lim
x→0

P (x)
e−

1
x2

x3k+1
= P (0) lim

x→0

e−
1

x2

x3k+1
= 0.

(���� f(x) ��� ��	
������� 	
����)���

������� ����
 �� �������� ϕ : R → R 	
���� 
��

ϕ(x) =

{
e
− 1

1−x2 �� |x| < 1
0 �� |x| ≥ 1

�

������� � D� #� �%��� �� |x| > 1� ����� ϕ(x) = 0 �� ϕ ∈ C∞� �� �*��� ��

|x| < 1� 1
1−x2 ∈ C∞ �� ϕ(x) = e

− 1
1−x2 ∈ C∞� �� |x| = 1� �� ������� �� �*��

������������ !�� 	��� � �+��
�� 
�
�
	���� '� ������ 	��� �� ��� !�� � ��

� ϕ(k)(x) = 0� 	��� ϕ ∈ C∞� #� ������ ��

 ϕ = [−1, 1] �� 
�� ����
!����

ϕ ∈ D�

������� ����� ,����� 	 -������. $ ���� K �� ���
��� 	� R
n� (���� ��

�+���� ��� �������� ϕ ∈ D ����� !�� $

,�. 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 
��� ���� x ∈ R
n�

,��. ϕ(x) = 1 ��� K�

,���. ϕ(x) = 0 �� 	����� 	 �� ������ ��������� K�



�� �������� 	
 ��
�������� �� ��������

�������� � �� ϕ ��� 	
� ��

���
 �� D �� �� α = (α1, ..., αn) ∈ N
n ��� 	


�	�����
��
�� �
 ����

Dαϕ =
(

∂

∂x1

)α1

...

(
∂

∂xn

)αn

=
∂|α|ϕ

∂xα1
1 ...∂xαn

n
,

���
 | α |= α1 + · · · + αn�

��	�
��� 
�
�
 �� ���� ����	 
����
�� D �� 

 ����
���� 
����� ����������

�� ���	�����
�� ��� �
��

� �� �������	��� �
�� �
�� ���� �� ��� �
 ����	��



 ����
���
�� �� ����� ����
���� ����� �
� ������
�	� � �
 ���� �� ����
��	� 



������ �� �����	����� ��� ������ �
�� D�
��������� 
�
�� �� ��� ������ ����� �� ��������� (ϕk) ∈ D �����	�� �
�� D
��	� ��� �������� ϕ ∈ D �� �

��� ���� 
�� �����	�� ��� ϕk ���� �������� �
�� �� ���� ����
�� K�

���� ���	 ���� j ∈ N� 

 ����� ��� ��	����� (ϕ(j)
k ) �����	�� �����	�������

��	� ϕ(j) ��	 K�

��	�
��� 
�
��  
�� 
� �
� �� �
�����	� �
	�
!
��� 

 ��������� ���� ��� 	���

�

��� �
	 ��

���� � ����� "��	 ���� α ∈ N
n� 

 ����� (Dαϕk) �����	�� �����	�

������ ��	� Dαϕ ��	 K�

�������� � �
 �
��� ϕk
D−→ ϕ ��	� ���� �	� (ϕk) 
�
����� ��
� D ���� ϕ�

��� �����	�
� ��
�� ���	���
	�
�

��������� 
���
 �� 
���

� ����	�!����� T ��� ����������

� 
���
�	� ������

��� ��	 D�
��� ����������

� 
���
�	� �����#� � ��� 
��
��
���� T �� D �
�� R ��� C�

�
��
�� ��		������	� $ ��� �������� ϕ ∈ D� �� ���!	� ���� 〈T, ϕ〉 ��
 ��� �
���	 ���� ϕ1, ϕ2 ∈ D �� α, β ∈ C� �� 


〈T, αϕ1 + βϕ2〉 = α〈T, ϕ1〉 + β〈T, ϕ2〉.
%� 
��� �� ����������

� 
���
�	�� �� ��� 
���� ��	�� 
���
�	��

���� �������� �����#� � �� 

 ����� (ϕk) �����	�� �
�� D ��	� ϕ� 

�	� 〈T, ϕk〉
�����	�� 
� ���� ����
 ��	� 〈T, ϕ〉�

%��	����� ���� ��� ����������

� 
���
�	� ��	 D ��#��� ��� ����	�!����� ��

���	 ����� ����� (ϕk) ∈ D ��� �����	�� �
�� D ��	� &�	�� 

 ����� 〈T, ϕk〉
�����	�� 
� ���� ����
 ��	� &�	��

��� ����� (ϕ
(j)
k ) �	
���
� �
��	�����
� ���� ϕ(j) ��
� K ��� ���� ��� �	�� ε > 0� �� ������

�
 �
���� N(ε) ��� ���� �	�� �	�� k ≥ N(ε) �� �	�� x ∈ K� 	
 ��� | ϕ
(j)
k (x) − ϕ(j)(x) |≤ ε

�������� ���� �� limk→∞ supx∈K | ϕ
(j)
k (x) − ϕ(j)(x) | = 0�



���� ������	�
� ����
 ���	����	�
� ��

����������� 	
�
� ��� ����������		� 	��
���� 
�� D �
� ��� ��
��������� 
� ��


��	����� 
�� ���� ���� ������� K �� ���� ����� �������� ϕ ∈ D ���� 
��� ϕ ⊂
K� �	 ���
�� ��� ���
����� C > 0 �� �� ������ m ��	
 ��� �

| 〈T, ϕ〉 |≤ C
m∑

j=0

sup
x∈K

| ϕ
(j)
k (x) | . �������

�
���
������� � �	
� T �
� �
���
���
	
 ��� D �� ����	�	
� ��� �	�� �	���

�	
���
�� C > 0 �� �	�� �
�
�� m� 
� ��
��� �
 �	����� K �� �
� �	
��
	


ϕk ∈ D� ���� ϕk ⊂ K ���� ��� �

| 〈T, ϕk〉 |≤ C
m∑

j=0

sup
x∈K

| ϕ
(j)
k (x) | .

��	
�
��	
� C = m = k �� �	�	
� ψk =
ϕk

〈T, ϕk〉 � �� �	
��
	
 ψk ������
�
� �

D ��� ψk ∈ C∞ �� ���� ψk ⊂ ���� ϕk ⊂ K�  !� �	���

1 = 〈T, ψk〉 ≥ k

k∑
j=0

sup
x∈K

| ψ
(j)
k (x) |,

��

lim
k→∞

(
sup
x∈K

| ψ
(j)
k (x) |

)
= 0, k ≥ j

�"���#�#�
�� ψ
(j)
k �	
$��%� �

�	��&��
� $��� 0 �� ��
 ��� ������� ��
����

〈T, ψk〉 
� �	
$��%� ��� ��� ��
� ������ $��� 0� '&�
��	�����
�� ����	�	
�
��� �� ��
�� (ϕk) �	
$��%� ��
� D $��� 0 �"���#�#�
�� ���� ϕk ⊂ K �� ϕ

(j)
k (x)

�	
$��%� �

�	��&��
� $��� 0�  	
�

lim
k→∞

(
sup
x∈K

| ϕ
(j)
k (x) |

)
= 0,

�� �"���!� �������� 〈T, ϕk〉 �	
$��%� ��� ��
� ������ $��� 0�  	
� �� �&(

�
	

��&�&��
�� �� �� ��	�	�
�
	
 ����� �	
� &��
$���
���� �

�
�����
� 	
�
	 �� ���
 	� ��
 �� �	�
����
 ������	�
� 	������

��� �������

�
� 
��������� ����	��
� ��� ��		����

| 〈T, ϕ〉 |≤ C
∑

|α|≤m

sup
x∈K

| Dαϕ(x) | .

�� ��� ��
��������� ��� ��
 �� ��	��� �� �� ������ ���
 �� ���� ���	�� ��

	� ��	��� ����� ��
��������� ���
 �� ������ ���	�������



�� �������� 	
 ��
�������� �� ��������

�� �� ���� 	
�
�� ��
����
���� T �
� ������ 
� 〈T, ϕ〉 �
� ���� �� ϕ ∈ D(R)�
��
�� ��
����
���� ���������� T ��
� 
������� 
�

 �� ����� T = R + iS �� R ��

S 
��� ��
 ��
����
����
 ������
� �
������� ����

〈T, ϕ〉 = 〈R, ϕ〉 + i〈S, ϕ〉, ϕ ∈ D(R)

�� ����� �� ������ �� ��
����
���� �������� ����
�
��  ����� T � ��
�� ��
!

����
���� T �� ��
���

〈T , ϕ〉 = 〈T, ϕ〉, ϕ ∈ D(R)

������ T1, T2, T 	�
 	�
����
����
 �� λ 
� 
�������� �� 	����� �� 
����

T1 + T2 �� �� ���	
�� λT � ��� ��
 ��������
 �

〈T1 + T2, ϕ〉 = 〈T1, ϕ〉 + 〈T2, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D
〈λT, ϕ〉 = λ〈T, ϕ〉, ∀ϕ ∈ D

��
 �����������
 T1 + T2 �� λT 	� D 	��
 R ��
 C�� 
��� 	�
 	�
����
����
�

����

����������� 	
�
� "�
 ��
����
����
 ������� 
� �
���� #�������� 	
� ���� ����

D′  �
���� �
�� �� D��

���� Dm ���
���� ��������� 	�
 ��������
 � ��� 	�
 	������
 	���	�� j �����!

�
�
 ��
� 0 ≤ j ≤ m �� " 

����� ������


�������� 	
�
� �� ��� 	
�
�� 

��� �� ��������
 (ϕk) ∈ Dm ���#���� ���


Dm #��
 
�� �������� ϕ ∈ Dm 
� $

 �� ��

 ��
 

�����
 ��
 ϕk 
��� ������

 ���
 
� ���� ������� K�

 ��� ��
� ��
� j ∈ N� 0 ≤ j ≤ m� �� 

��� ��
 ����#��
 (ϕ(j)
k ) ���#����


����������� #��
 ϕ(j) 

� K�

��
�� ������������� �������� ������
� 

� Dm �
� ���� ��
����
���� ������� m�

%
������� ���� �����&
 �� �����
����� '�(�(� �� ��
����
���� T �
� ���� ������� m
���
	
� �����������  '�(�'� �
� 
���
����� ��
� 0 ≤ j ≤ m� �� �����
 ��
����
����


���
���
��� 
� �
���� #�������� ���� D′m�

��� �����	�
 �� ��

����
���


����� �����	��
 �����
�
�� 
������




�������� 	
�
	 )�� �������� f : R
n −→ R  �
 C� �
� ���� ���������� 
��!

����� 
� ���� �
� 
������� 

� ��
� ��
����� ����� K �� R
n� ���
�!*!����� 
�∫

K
|f(x)|dx < +∞.

�� ��� �


� 	
����� �
� ���������� �����������



���� �������	 
� 
�	�
�������	 ��

���� f : R −→ R ��� C	 �
� ��

���
 ��
�����
� ��������� ���� ����
�

��
���� ��� f(x) �
��
��� �
� �����������
 Tf ���

〈Tf , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D.

���
������� 
�������� ������ 
�� �
 �
����� �
 ����� 
�
 ��� R� ���� ��� �� �������

���
� �� ϕ�
(i) Tf ��� ��
����� �
 � ��� ����
� ϕ1, ϕ2 ∈ D �� α, β ∈ C�

〈Tf , αϕ1 + βϕ2〉 =
∫ +∞

−∞
f(x)(αϕ1(x) + βϕ2(x))dx,

= α

∫ +∞

−∞
f(x)ϕ1(x)dx + β

∫ +∞

−∞
f(x)ϕ2(x)dx,

= α〈Tf , ϕ1〉 + 〈Tf , ϕ2〉.

(ii) Tf ��� 
�
��
�� ! �
 � ��� ��� "#���"$�� �� ����� (ϕk) 
�
%���� %���

ϕ ��
� D� 
�����&����� ���� ��� �������� ��� ϕk ��
� 
�
��
�� ��
� �
 �'��


����
� [a, b] �� ���� ���� j ∈ N� �� ����� ��� ����%��� (ϕ(j)
k ) 
�
%���� �
�����

����
� %��� ϕ(j)�

lim
k→∞

(
sup

x∈[a,b]
|ϕ(j)

k (x) − ϕ(j)(x)|
)

= 0.

(�
���
� ��� 〈Tf , ϕk〉 
�
%���� %��� 〈Tf , ϕ〉� )
 �

|〈Tf , ϕk〉 − 〈Tf , ϕ〉| = |〈Tf , ϕk − ϕ〉|,

=
∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
f(x)(ϕk(x) − ϕ(x))dx

∣∣∣∣ ,

≤
∫ +∞

−∞
|f(x)||ϕk(x) − ϕ(x)|dx,

≤
(∫ b

a
|f(x)|dx

)
. sup
x∈[a,b]

|ϕk(x) − ϕ(x)|.

*�� 
�
�����
�� �
 �

����������� 	
�
� ����� �����	�� f(x) 
���
����� 
�����
� ����	� ��� �	
�

��	���	�� Tf ���

〈Tf , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D.



�� �������� 	
 ��
�������� �� ��������

���� R
n� ��	�
 �����
�� f(x1, ..., xn) �����
�
�� �������
 ����
� 	�
 �
��

��
�	�
�� Tf ��� �� �
���
��

〈Tf , ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
f(x1, ..., xn)ϕ(x1, ..., xn)dx1...xn, ϕ ∈ D.

����������� 	
�
� ���� ����	
��� f �	 g ���
�����	 ����
���� ����
����	

�
 ���� �
�	�
��	
�� �
 �	 ��������	 �
 ����� ���	 ��
��� ������� �
�	��	�

������	�
	
�� � �
 f(x) = g(x) ��
��	
 �����	�� ����� 〈Tf , ϕ〉 = 〈Tg, ϕ〉� �	
�
�	
 ��
� ϕ ∈ D� �������� �	
 �� ���
����	
 
�� ���

� ��� ������ �
� �� �

〈Tf , ϕ〉 = 〈Tg, ϕ〉� �!
���"��
�
∫ +∞

−∞
f(x)ϕ(x)dx =

∫ +∞

−∞
g(x)ϕ(x)dx,

�	
 �
	� 
����
 �!���
�

∫ +∞
−∞ h(x)ϕ(x)dx = 0� �# h(x) = f(x) − g(x)� $� �!�%
�

�
 �����
� �	
 h(x) = 0 ��
��	
 �����	�� ��	� �
��� ������ ψk = (ϕα(x))1/k�

k ∈ N
∗ �# ϕα : R −→ R 
�� 	�
 �����
�� ����

 ���

ϕα(x) =

{
e
− α

α2−x2 �
 |x| < α
0 �
 |x| ≥ α

��
� α > 0� 	�
 ��������
� &���
 ���� �!
'
���
 (�(�)� �� � ψk ∈ D ��
�

�	�� ψk = [−α, α]� ������ gk(x) = h(x)ψk(x)� ��	� ��	� x ∈] − α, α[� �� �

limk→∞ gk(x) = h(x)� *� �	��
� ��	� ��	� k ∈ N
∗ 
� ��	� x ∈ R� 
� 
'
��
 	�


�����
�� �������
 �	
 ��+��
 |gk(x)| �
|gk(x)| = |h(x)ψk(x)| ≤ |h(x)|. sup

R

ψk(x)|.

,
��
� �
� ������ �
� �	 ����� �
 �
 ����
�%
��
 ���
��
 �
 -
�
�%	
 ����

���
���
�
� 
� �� �
	� ���� �
��	�
� �
�
�
 
� 
���%���
 �

0 = lim
k→∞

∫ +∞

−∞
h(x)ψk(x)dx =

∫ α

−α
h(x)dx,

��� �	�� ψk = [−α, α] 
� limk→∞ ψk(x) = 1� �!�#� h(x) = 0 �	� [−α, α] 
�

�	
��	
 α 
�� ���
���
�
� h(x) = 0 ��
��	
 �����	� �	� R� �

�
�����
 	
�
	 ��
���� ��� ���� ������
	
��� ��������	��� �� ����
��	 �
��

�
 ��
	� ��
���	
��� �� ������� f ��
 ��������	� �
 ����	
�� ���
�����	 ����
���

����
� ������� �
�	��	� � ����
 ��
 ��������	� �
 �
�	�
��	
�� Tf ��
 ��
 ��	


����
�� � Tf = f �


