HEC ESCP Europe 2015
Math. I Durée : 4 heures

L’objet du probleme est d’aborder quelques questions mathématiques relatives
au comportement asymptotique de systemes dynamiques discrets ou continus
susceptibles de modéliser [’évolution temporelle de divers phénomeénes, en
particulier économiques (croissance économique, prix d’équilibre, etc.)

Les trois parties du probleme sont indépendantes.

Dans tout le probléeme :

« On note p un entier supérieur ou égal a 1.

o Pour tout vecteur b € RP, on note B la matrice colonne de ses coordonnées
dans la base canonique de RP.

« La transposée d’une matrice A est notée A”. La matrice identité de M, (R)
est notée [,,.

o Pour toute application z : Ry — RP. ¢t +— x(t) = (21(t),...,zp(t)), on
note :

* x'(t) = (z1(t),...,7,(t)) en tout point ¢+ € R, ol les fonctions
Z1,...,Tp sont dérivables ;

* tl@grnoo z(t) = (tligrnoo z1(t),. .. ,tEeroo xp(t)) lorsque les fonctions
Z1, ..., T, admettent des limites finies lorsque ¢ tend vers I’infini.
« Pour toute suite (z(n))nen = ((z1(n), ..., zp(n))nen de vecteurs de RP pour
laquelle les suites (z1(n))nen, - - -, (zp(n))nen sont convergentes, on définit la
limite de la suite (z(n)),en par

Partie I. Deux exemples de pilotage linéaire.

Soit A une matrice non nulle de M,,(R) et b un vecteur de R”. Soit z1, ..., )
p fonctions dérivables sur R .

On dit qu’une application z : ¢t — z(t) = (z1(t),...,zp(t)) définie sur Ry,
a valeurs dans RP, est pilotée par le couple (A, D), si pour tout réel ¢ > 0, les
matrices colonnes X (¢) et X’ (t) de z(t) et 2’ (t) dans la base canonique de R?
vérifient le systeme : V¢ > 0, X'(t) = AX(t) + B.

On appelle équilibre du systeme piloté par le couple (A, b), tout vecteur z* € RP
vérifiant AX* + B = 0.

On dit qu’un équilibre z* est artractif si pour toute application pilotée par (A, b),
ona lim xz(t)=z*

r——+00
1°) Le cas p = 1.

Soit (a,b) € R* x R et = une fonction dérivable sur R, a valeurs réelles,
vérifiant : V¢ > 0,2/ (t) = ax(t) + b.
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Q)e_“t.

a) Calculer la dérivée de la fonction y : ¢ — (z(t) + a

b) En déduire que pour tout ¢ > 0, on a z(t) = —2 + (z(0) + 2)6’“.

¢) On identifie a a la matrice de M (R) dont 'unique coefficient est a.
Montrer que le systeme piloté par le couple (a,b) admet un unique équilibre,
puis montrer que cet équilibre est attractif si et seulement si a < 0.
2°) Exemple 1. Soit A = <_12 _12> etb=(1,1).

Soit z : t + x(t) = (x1(t),z2(t)) une application définie sur R, a valeurs
dans R?, pilotée par le couple (A4, b).

a) Déterminer 1’unique équilibre z* du systeme piloté par le couple (A, b).

b) Justifier I’existence d’une matrice inversible Q telle que la matrice Q ~* AQ
soit diagonale. Pourquoi peut-on choisir la matrice ) de telle maniere que

Q1 =QT?
¢) Trouver deux réels A et ;1 (A < p) et une matrice inversible () vérifiant
A0
-1 _ T -1 —
A

d) Pour tout ¢ > 0, on pose : W (t) = QT X (¢).

i) Vérifier, pour tout t > 0, I’égalité : W'(t) = DW(t) + QT B, ou

A0

p=(5 o)

ii) A I’aide des résultats de la question 1°), en déduire que 1’équilibre x*
est attractif.
3°) On suppose p > 2. Soit B, = (ey,...,ep) la base canonique de CP et u,
I'unique endomorphisme de CP tel que u,(e1) = e, et pour tout k de [2, p],
up(er) = ex—_1.

a) Ecrire la matrice A, de I’endomorphisme u,, dans la base B,,. Quel est son
rang ?

b) Soite € Cuneracine p-ieme de 1’unité et G la matrice colonne de M, 1 (C)
de composantes 1, ¢, ...,e”~!. Montrer que G est un vecteur propre de A, et
préciser la valeur propre complexe associée.

¢) Montrer que I’endomorphisme wu,, est diagonalisable.

d) Montrer que le polyndme X? — 1 de C[X] est un polyndme annulateur
de u,. L’endomorphisme u,, admet-il un polyndme annulateur non nul de degré
strictement inférieur a p ?

e) Soit P € C[X]. L’endomorphisme P(u,) de CP est-il diagonalisable ?
Quelles sont ses valeurs propres ?
4°) Exemple 2. Soit a et § deux réelstelsque a« > 0,6 > 0, a # B,a+ 3 # 1
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-1 o p
eeM = 8 -1 «a | € M3R).
a [ -1

a) On note A la matrice A, de la question 3°) dans le cas ot p = 3.

i) Déterminer un polyndéme P a coefficients réels, de degré inférieur ou
égal a 2, tel que M = P(A).

ii) En déduire les valeurs propres complexes de M, ainsi que leurs parties
réelles et imaginaires respectives.

b) Soit ¢ = (1,1,1) € R3.

i) Trouver ’unique équilibre z* du systeme piloté par le couple (M, ).

ii) Vérifier que 1’application x : t — x(t) = x* 4 e(®+8=Dt¢ est pilotée
par le couple (M, c).

iii) En déduire une condition nécessaire portant sur « et 3 pour que
I’équilibre z* soit attractif.
On suppose désormais que la condition précédente est réalisée.

¢)Onpose: N = MT + M.

i) Quelles sont les valeurs propres de la matrice NV ?

ii) Déterminer un réel § > 0 tel que toutes les valeurs propres de N soient
inférieures ou égales a —24.

d) On rappelle que ¢ = (1,1, 1). On consideére une application z pilotée par
le couple (M, c). On note y I’application définie sur R, a, valeurs dans R3,
telle que y : t — x(t) — z* et ¢ la fonction définie sur R, & valeurs réelles,
telle que ¢ : t — e2%t||Y(¢)]|?, o ||.|| est la norme euclidienne canonique de
M 1(R).

i) Vérifier que I’application y est pilotée par le couple (M, Ogs).

ii) Montrer que ¢ est dérivable sur R et que
Vit e Ry, (t) = 2 xY (t)(N + 2013)Y (1)
iii) Montrer que la fonction ¢ est décroissante sur R .

iv) En déduire que I’équilibre =* est attractif.

Partie I1. Un exemple de pilotage non linéaire.

Un exemple de pilotage non linéaire est fourni par un modele de croissance
économique endogene a deux secteurs dans lequel le taux de croissance du
stock de capital et le taux de croissance du stock de connaissances sont
représentés, depuis une date choisie comme origine, par des fonctions z; et
T4 respectivement.

Dans ce modele ou p désigne un parametre réel strictement positif, les deux
fonctions x; et x5 sont dérivables sur R, a valeurs réelles, et vérifient le
systeme :
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2 (t) = Fi(z1(t), 22(1))
Vt>0,¢ "} ’ S
{ (1) = Bl (1), va(t) O
dans lequel les deux fonctions F et F5 définies sur R2, a valeurs réelles, sont
données par :

Fi(uy,uz) = (—uy + p(ug — uy) + 1)uy
Y (up, ug) € R2,{ ~ 1D
(w1, %2) {F2<u1,u2> = (—uz + plus — uz) + L)us
5°) a) Pour tout réel v > —1,0on pose : V¢ > 0,z (t) = z2(t) = %
1+ve

Vérifier que ’application x : t — (x1(t), x2(t)) est solution du systeme (.5).

b) En déduire que pour tout réel ¢ € ]0, 1], il existe une solution de (5) a
valeurs dans [c, +00][2.

¢) Quel est I'unique couple z* = (7, z3) € (R%)? vérifiant F (2], 23) = 0
et Fy(xi,25) =07

d) Toutes les solutions de (.S) convergent-elles vers z* lorsque ¢ tend vers
I’infini ?
6°) Pour tout réel r, on note g, la forme quadratique sur R? associée a la matrice

1 —r
-r 1
Cr = {(u1, u2) € R* gy (ur,uz) = 1}

a) Pour quelles valeurs de 7 la forme quadratique g, est-elle définie positive ?

Que peut-on dire alors de la partie C,. de R? ?

symétrique @, = . On note C, I’ensemble défini par :

Dans toute la suite de cette question, et s sont deux réels vérifiant les inégalités
O0<s<r<l.

b) Justifier que I’ensemble {qs(u1,uz); (u1,u2) € C,.} admet une borne
inférieure, notée m,. ; et une borne supérieure, notée M, ,, et que ces deux
bornes sont atteintes.

¢) Justifier que la contrainte d’appartenance a I’ensemble C, est non critique.

d) Enoncer la condition nécessaire du premier ordre pour un extremum de ¢
sous la contrainte C,..

e) En déduire les valeurs de m,. s et M, ,, et établir I’existence d’un réel p tel
que : V (ug, uz) € R?, gs(ug, ug) < pgr(ug, u2).
7°) On conserve les notations de la question 6°).

_ V2

a) Soit (vy,v2) € R? et (ug,us) = 7(1)1 — v9,v1 + vg). Vérifier que
(u1,uz2) € C, sietseulementsiona (1 —7)(v1)? + (1 +7)(v2)? = 1.
On se place désormais dans le cas ol r = % ets = %

b) Pour faire tracer par scilab le domaine C,., on peut utiliser le code suivant
qui donne le graphique ci-apres :
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(1) n=100;

(2) theta= linspace(0,2*%pi,n) ;

(3) ct = cos(theta) ;

(4) st sin(theta) ;

(5) Cr [ct-(1/sqrt(3))*st ; ct+(1/sqrt(3))*st] ;
(6) plot(Cr(1, :), Cr(2, :))

\

En s’appuyant sur le résultat de la question 7°) a), expliquer la méthode
employée.

On précisera la signification de la ligne (2) ainsi que le format et le contenu des
matrices Cr et Cr(1, :).

¢) Soit zg > 0 une valeur affectée a la variable z ci-dessous. Compléter la
ligne (7) afin de tracer la ligne de niveau 2 de la fonction ;.
(7) Csz=[sqrt(z)*(? 7*ct+7? 7*st) ; sqrt(z)*( 7 7xct+? 7*st)] ;
(8) plot (Csz(1l, :), Csz(2, :))

d) Le graphique suivant a été obtenu a I’aide des deux sripts précédents pour
une valeur z affectée a la variable z. Laquelle ?
On justifiera la réponse donnée et on précisera pourquoi les deux courbes ont

des tangentes communes.
/ “ |
|

8°) Soit ¢ un réel de ]0, 1] et z une solution de (S) a valeurs dans [¢, +0o[?.
On pose pour tout ¢ > 0 y1(t) = z1(t) — 1 et ya(t) = x2(t) — 1. Pour
5 = ?pp, on note f la fonction définie sur R, a valeurs réelles, telle que

) = qs(y(t), y2(t)).
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a) Vérifier pour tout £ > 0, ’égalité :
F(t) = =2(1+ p) (1 (t) (y1(t) — sy2 (1)) + 22(t) (y2(t) — sy1(t))?)

b) En déduire que pour r = 1 —2FS 5,onapourtoutt > 0:
s
F1(8) < =201 =5 xq, (y1 (£), 42 (1))
¢) Justifier pour tout t > 0, I'inégalité : f'(t) < —2cf(¢). En déduire que
. ligrn f(t)=0.
——+o00

9°) Quelle propriété peut-on déduire de 1’étude précédente pour toute solution
de (S) dont chacune des composantes admet un minorant strictement positif ?

Partie II1. Pilotage pas a pas dans un contexte aléatoire.

Dans cette partie, on s’intéresse a un exemple de systeéme se présentant sous
la forme d’une équation de récurrence dont les coefficients sont soumis a une
perturbation aléatoire.

On suppose p > 2. Soit A une matrice non nulle de M, (R) et b un vecteur de
RP.

Soit (z(n)),en une suite de vecteurs de RP définie par son terme initial z(0) et
la relation de récurrence : Vn € N, X (n + 1) = AX(n) + B.

On appelle équilibre du systéeme piloté pas a pas par le couple (A,b), tout
vecteur ¥ = (z7,...,z;) € R? qui vérifie : X* = AX* + B.

On suppose qu’il existe une matrice inversible ) € M, (R) telle que la matrice
D = Q' AQ soit diagonale et que tous les coefficients diagonaux A1, ..., \,
de D appartiennent a ’intervalle ouvert |—1, 1].

10°) Montrer que le systeéme piloté pas a pas par le couple (A,b) admet un
unique équilibre z*.

La perturbation aléatoire du systéme se traduit par le fait que les coordonnées
de z* sont des parametres inconnus qu’on peut chercher a estimer a partir des
données observées que constituent les valeurs successives de vecteurs aléatoires
y(n) = (y1(n),...,yp(n)) a valeurs dans R? et soumis au systeme perturbé.

Soit (U, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le
méme espace probabilisé (2, A, P), centrées et admettant chacune un moment
d’ordre 2.

Pour tout n € N*, on note v,, = V(U,,) la variance de U,,.

Soit 2(0) € RP et (y(n))nen+ la suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R”
définie par :
Y(1)=(A+U1,)X(0)+ B
{Vn eN“Y(n+1)=(A+Up+11,)Y(n)+ B
oll, pour tout n € N*, Y'(n) est la matrice colonne (yx(n))1<k<p-
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11°) Pour tout n € N*, on note E(y(n)) le vecteur (E(y1(n)), ..., E(yy(n)))
de RP et E(Y (n)) lamatrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique
de RP.

a) Calculer E(Y (1)) et justifier pour tout n € N*, I’égalité :
EY(n+1)-X*=AFEY(n)-X")

b) En déduire que lim E((y(n)) = z*.
12°) Soit (z(n))nen+ la suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? définie
par:Vn € N*, Z(n) = Q7Y (n).

a) Montrer pour tout n € N* et tout k € [1, p], que :

2
V(zr(n+1)) = (AZ + vnt1)V(2r(n) + vns1 (E(zi(n)))

b) En déduire que si la suite (v, ),en+ est convergente et de limite nulle, alors

il existe un réel ¢ € |0, 1[, un entier naturel N et un réel M}, > 0 tels que :

Vn > N,V(ze(n+1)) < cpV(ze(n)) + Mivniq

13°) On suppose que la série de terme général v,, est convergente. Soitk € [1, p].
Avec les notations de la question 12°) b), on pose, pour tout m € N :

am = V(2 (N +m)) et w, = MEoNtm+1
a) Montrer que pour toutm € N,ona a,,+1 < (cx)™ M ag+ Y w;(cg)™ 7.
j=0
b) En déduire que lim V(zx(n)) = 0.
¢) Montrer que la suite (y;(n))nen- converge en probabilité vers x}.

Grdce aux questions 11.b) et 13. ¢), on peut dire que (y(n))nen+ est une suite
d’estimateurs de x* asymptotiquement sans biais et convergente.

Solution

a) On ne sait pas encore si une telle fonction x existe, mais si tel est le cas, la
fonction y est dérivable sur R et :

y'(t) =2/ (t)e” " — a(x(t) + 2)(3*‘” =e 2/ (t) —ax(t) —b) =0
b) Ainsi la fonction y est constante sur I’intervalle R, :
Ik ER,VEERY, (2(t) + L)emat =k, soit a(t) = —L + ket

et, en substituant a ¢ la valeur 0 : £ = z(0) + 2.

Question 1.

o(t) = =2+ (2(0) + B)ect

¢) Le «systeme » se réduit ici a 1’équation réelle 2’(t) = ax(t) + b. Un équilibre

est alors un réel x* vérifiant ax* +bet|x* = —2
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Il est alors facile de vérifier que les fonctions définies en b) vérifient toutes le
«systtme» ' = ax + b.

— Sia <0, Onatlleroo (- 2 + (x(0) + g)eat) —0.

— Sia =0, z(t) = z(0) et on peut choisir z(0) # x* et I’équilibre n’attire pas
une telle solution.

— Sia > 0, on choisit 2(0) de facon a avoir z(0) + g > ( et pour une telle

fonction = on a . hT x(t) = +o0, donc cette fonction n’est pas attirée par x*.
— T 00
Bref :

x* attire toutes les solutions si et seulement si ¢ < 0 ‘

Question 2.

a) " = («, ) est un équilibre si et seulement si :

-2 1 a 1y (0 . 2a+8=-1 a—28=-1
(7 5) () ()= (@) ol o {025

Ainsi :

" =(1,1)

b) A est une matrice symétrique réelle, on sait que A est diagonalisable et que
I’on peut choisir la matrice de passage diagonalisante orthogonale :

3 D diagonale, 3Q € 05(R), A = QDQ~! = QDQT

¢) » Comme nous sommes en dimension 2, on peut raisonner en termes de
déterminant :
t €Spec A<= det(A—tl) =0<= (—2—-t)’-1=0<=t+2€ {-1,1}
A=-3,p=-1

« « 1 .
* A =-3 < a+ ( = 0. Donc —=(1, —1) est unitaire et propre

pour la valeur propre —3.

« « 1 .
* A = — < —a+ f = 0. Donc —=(1,1) est unitaire et propre

pour la valeur propre —1.
(on pouvait éviter ce deuxieme calcul en disant que 1’on sait que les sous-espaces
propres sont orthogonaux)

o 1 1 . :
Ainsi ) = % ( 11 > est la matrice de passage de la base canonique vers une
base orthonormée de vecteurs propres donc est orthogonale (on peut vérifier que
QT Q = I, mais c’est inutile) et par la théorie du changement de base :

A= Qdiag(~3, ~1)QT

d) En revenant au calcul élément par élément, on voit une fois pour toutes que
si A est une matrice constante et B une matrice colonne représentant une fonction
vectorielle dérivable, alors C' = AB représente une fonction vectorielle dérivable
et C'(t) = AB'(t).




