Chapitre 1

Nombres complexes

1 Rappels

1.1 Deéfinitions et régles de calcul

Un nombre complexe s’écrit sous sa forme algébrique : z = a+bi ot (a,b) € R?.
a est la partie réelle : a = Re(z).
b est la partie imaginaire : b = Im(z).

zeR&DL=0. z € 1R & a = 0: dans ce cas, z est un imaginaire pur ¢b, b € R.
Soit a + b la forme algébrique de z; a+itb=0<a=0et b=0.
Soit a’ + b’ la forme algébrique de z’; a+ibt=a+ibsa=detb=1".

Addition et multiplication ont les mémes propriétés dans C et dans R.
11 faudra simplement tenir compte du fait que 2 = —1.
Notamment, on a: 22’ =0& z=0o0u 2z = 0.

Une proposition du type z < 2’ n’a aucun sens : il n’y a pas d’ordre dans C.

1.2 Représentation d’'un nombre complexe

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O, €7, €5) & tout nombre complexe

z = a+ bi,(a,b) € R?, on associe son image : le point M de coordonnées (a,b).
—

On lui associe aussi son image vectorielle : le vecteur V de coordonnées (a,b).

A tout point M du plan, de coordonnées (a,b), on associe son affixe : z = a + ib.
—
A tout vecteur V de coordonnées (a,b), on associe son affixe : z = a + ib.

L’axe des abscisses est appelé ’axe des réels : les images des réels sont les points
de cet axe.

L’axe des ordonnées est appelé I’axe des imaginaires purs : les images des ima-
ginaires purs sont les points de cet axe.
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1.3 Conjugué d’'un nombre complexe
Le conjugué de z = a + ib, (a,b) € R? est : 7 = a — ib.
L’image M’ de Z est la symétrique de I'image M de z par rapport a 'axe des x.

Les trois propriétés suivantes se lisent sur un graphique :

zERS 2=%2 z€iIR& z=—-72
Z = z : I'application ¢ : z — Z est une involution; ¢, = idc et ! = .

T A A . -
z+2 =z+7 zz! =Z2 (—/>:: 1= —1 SiAeR, A=A

z 2!
z +Z = 2Re(z) z—Z = 2iIm(z)
2Z = a® + b? : c’est un réel positif.
z
L’inverse du nombre complexe z est : — = ———.
P z  a?+0b?

1.4 Module d’un nombre complexe
Le module de z = a + ib, (a,b) € R?, est le réel positif : |z| = Va2 + b2.
Si M est 'image de z, |z| = OM.
— - —
Si V est 'image vectorielle de z, |z| = ||V ||.

Les quatre propriétés suivantes se lisent sur un graphique : |z| =0 < z = 0.
[z = || [Re(z)| < [z [Im(2)] < [2|

L’inégalité triangulaire : ||z| — [2/]| < |z + 2/| < |2] + |Z/].
z

-
=17 2Z = |27 P

Si z est réel, son module n’est autre que sa valeur absolue en tant que réel.

22| = |2]|2']

1.5 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

=
Soit z # 0, d’image M ; on appelle argument de z toute mesure de (e7, OM).
Si 0 est 'un de ces nombres, on écrit : argz = 0 ; c’est une égalité modulo 27.
La mesure de l’angle qui appartient a | — 7; 7] est la mesure principale.
Tout complexe non nul a une forme trigonomeétrique : z = r(cos + isin6),
ol r est son module et  un argument. r doit étre strictement positif’!

Si on connait la forme algébrique : z = a4+ ib, on obtient la forme trigonométrique

a b
par les relations : |r = |[z| = Va2 + b2 ; cosf=— ; sinf=—|
r r

Un réel positif non nul a pour argument 0. Un réel négatif a pour argument .

. . 0
Un imaginaire pur non nul a pour argument 5 ou ——.

2
r(cosf +isin®) =1r'(cos@' +isin@) < r=1r"et 0 =0 +2km, k€ Z|

Sir#0,
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1.6 Propriétés des arguments

0

et :cosﬁJrz'sinH‘. On a donc z = r(cos@ +isind) = re’.

Définition :

arg(zz') = argz + argz’ |27 lf it = ¢i(0+0")

Vn€Z, arg(z")=mn.argz [27]. Vn € Z, (e?)" = e,
i6
arg (i,) =argz —argz |27 6.9, = ¢i(0-6")
z et

1 |
arg— = —argz |2 — =e

z e’
z€RY & argz =0 [27] ze€R* ©Sargz=7 [27]
zeR* < argz=0 |[n] zGiR*@argz:g [7]
arg(—z) =m +argz |27 argz = —argz |27

1.7 Formules de trigonométrie

et 4 o—ib oif _ o—if
30 = —— jinf = ———
cos 5 sin 57
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
tana + tanb tana — tanb
t b)) = ——— t —b)=—
an(a +b) 1 —tana.tanbd an(a —b) 14 tana.tanbd
cos? z +sin®z = 1 cos? & — sin® x = cos 2
. . 2tanx
sin2x = 2sinx cosx tan2r = ———
1 —tan“z
1 . . 1
cosacosb = B [cos(a+Db)+cos(a—Db)] sinasinb = 3 [cos(a—Db) —cos(a+Db)]
i _
sinacosb = E[sin(a +b) + sin(a — b)] sinp + sing = 2sin b ; 1 cos %
B P+q _ p—q L. p+q . p—q
cosp + cosq = 2cos COST cosp —cosq = —2sin smT
1.8 Les complexes et la géométrie
Affixe du milieu I de [AB] : %. Affixe du vecteur AB : ZB — ZA-
Distance : AB = |z — 2. Angle orienté : (_B>,A_()]) = argu.
ZB — ZA
1.9 Equation du second degré az? +bz +c=0
—b—4¢ —b+46
L’équation a toujours deux solutions dans C : 2/ = et 2/ = 2+ ol
a a

§ est Pune des deux racines carrées de A = b? — 4ac.

1.10 Racines n-iémes, n € N,n > 2

2km

Le nombre 1 a n racines n-iémes : e¢’" = ,n € [0;n — 1]. Leur somme est 0.
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2 Passer d’une forme a une autre

a+ib  (a+ib)(c—id) ot
c+id (c+id)(c—id)’

a, b, ¢, d sont réels, on obtient la forme algébrique de z.
a+ib  —i(a+ib)

Meéthode : ¢ En écrivant z =

e Cas particulier : z =

id d
e Si z = r(cosf+isinf), on obtient la forme algébrique a+ib
par les formules a = rcosf, b =rsiné.
e Si z =a+ib,(a,b) réels, on obtient la forme trigonomé-

a b
trique en utilisant : » = va2 + b2, cosf = —,sinf = —.
r

r

5+ 4i
Exemple 1 - Mettre sous la forme algébrique : z; = 3 + 22,.
—2i
\ 2 )
. 1 -4 1+14
2 - Mé t t2o=(1—-20)34+3(1+14)? et 23 = .
&me question pour : z5 = ( 1) +3(1+1)% et 23 <2—|—i> +1—i
54 4i)(3 + 2 T4 22 7 22
1—21=(+2)(+Z)= i Z;21 — + =i

(3—2i)(3+ 2i) 13 T 1313
2z =13—3x12x 2 +3x1x (20)2— (20)3 +3(1+2i —1)
29 =1—6i—12+8i+6i;[2 = —11 +8i|

ZS:(1—4¢>2 1+i (14 (141)2

2+ 1—i  (2414)2 +(1-i)(1+z’)'

1-8 —16 1+2i—1 —15-8 . (—15—8i)(3—4i)
Z3: - + = - ’L: " - —|—Z
44+4i—1 2 3+ 4 (3+ 44)(3 — 44)

. _—77+36i+i_—77+36i+@_—77+61i. . ——E+Qz’
LT T 25 25 25 |7 o5 a5 |

Exemple 1-2z5=+2—iV6etzg=—3 (cos% + 7 sin %) ; forme trigonométrique ?
2 - Mettre sous la forme algébrique : z7 = (v/3 +i)'2.

2 2 V2 1 NG V3
1-r= 2 +v6 =vV8=2y2;co80 = —— =—-etsinf=—— = ———.
r=\v2 +V6 =v8=2V2 505 = s N 5

On a donc 0 = —g et la forme trigonométrique est : z5 = 2v/2e /5.

Un petit piége : cela ressemble a la forme trigonométrique, mais —3 ne peut pas
étre le module de zg puisqu’il est négatif! On écrit donc :

b) b)  5m
26 :3<—cosg—ising) =3 <Cosz+isinz>. On a donc 26:36Z57.

2 - Il n’est pas question de développer cette puissance treiziéme !
Déterminons d’abord la forme trigonométrique de v/3 4 :

3 1 o
r= 3—|—1:2;cos@z%etsin@zi,doncﬁzget V341 =2e'5.
On a alors 27 = (V3 +14)13 = (2¢75)13 = 213¢1°8" = 213¢1% soit 27 = 212(v/3 + ).

Pour s’entrainer : exercices 1, 2, 3, 4, 6.
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3 Reésoudre une équation de degré un ou deux

b
Meéthode : e Equation az+b=0,a # 0: 1 solution: z = ——

on présente alors le résultat sous la forme algébrique.

e Equation az? +bz+c =0, a # 0 : calculer les racines de A
en écrivant (a+i3)? = A et en résolvant le systéme obtenu
aprés adjonction de I’équation o? + 5% = |A|.

Appliquer alors les formules du cours.

Exzemple 1 - Résoudre dans C I'équation : (z —1+d)2+1—4i= (2 —i)? +2—i.
(1+4)z—2"=8i

(3—2i)z+(1—i)s' = -2+ 7

3 - Résoudre dans C : 22 + (z — 2 +i)? = 0.

4 - Résoudre dans C les équations : (1+4)z2 —iz—1=0et 222 +2+1=0.

2 - Résoudre dans C? le systéeme : {

1 - Développons : 22 4+1—1—22+2iz —2i+1—4i=2%>—2iz—1+2—1, soit :
5
(=24 2i)z+1—6i=—2iz+1— 1, soit (—2+ 4i)z = 5i, donc z = _2_:_42,.
5i(—2 — 41) 20— 10¢ 1

. 1.
S e T sy S R U T

(I1+id)z—8i =2

2 - Procédons par substitution : {(3 i)z (1= i)[(1 4 i)z — 8i] = —2 4 Ti &

(1+i)z—8i=2' . 6+15i  (6+15))(5+2i) 8Ti

: . On obtient z = _ _ 87 _ o

{(5 —2i)z = 64 15 OB Ut 2 = S = ) 29
On obtient alors 2z’ = (14 ¢)3i — 8 = —3 — 5i. ’ S={(3i,—-3—50)} ‘

3 - L’équation s’écrit : 22 —i?(z —2+14)% = 0; le 1°* membre est de la forme a? — b?.
Elle s’écrit : [z —i(z —2+1)][z+i(2 —2+41)] = 0 et se raméne & 2 équations du 1°
degré: z—i(z—2+1i) =0et z+i(2 —2+414) = 0. On obtient z(1 —7) = —1 —2i et

1 3.3 1
z(1414) = 1+ 2¢, puis en passant a la forme algébrique : |S = {5 - 52’, 5 + 5%} )

4-e A= —1+4(1+i) = 3+4i; cherchons a+ib, (a,b) € R?, tels que : (a+ib)? = A,
a2 -bp2=3 (1)
soit a? — b% + 2iab = 3+ 4i. On a donc le systéme : 20b=4 (2)
a2+ =42 +32=5 (3)
En additionnant, puis en soustrayant membre a membre les équations (1) et (3),
on obtient : 2a? = 8 et 2b? = 2. L’équation (2) montre que a et b sont de méme
signe, donc les deux racines de A sont § = 2414 et —J. L’ensemble des solutions est

1+2+41 1 —2—1 -1 1 1
d ;S = ={1, —— it S={1,—=+ =i}.
one T T A S et {L=5+30
e L’ équation a ses coefficients réels. A =1 —8 = —7; les racines de A = 742 sont

—1+iV7 R A
=—|et|zm=21 = —— |

iV/7 et —iy/7. Les solutions sont donc | z; 1 1

Pour s’entrainer : exercices 4, 7.
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4 Déterminer les racines niémes de Z

Méthode : Ecrire l’égalité 2 = Z en utilisant la forme
n ino

trigonométrique : e = Re'’, puis écrire que modules
et arguments sont égaux : " =R et na =6 [27].

Exemple Déterminer les racines cubiques de —1 : forme trigonométrique et forme
algébrique.

Soit z = re'; 'équation 2% = —1 s’écrit 733 = ¢™. On a donc r® = 1, donc
T 2km
r=1cet 3a = 7+ 2km, soit « = 3 + 5 ou k prend trois valeurs entiéres

. . . ; T ; g I
consécutives, par exemple 0, 1, 2. Les racines cubiques de —1 sont m,

1 V3 1 V3
501t f lgébri o ti—, -1, = —i— |
soit sous forme algébrique : | 5 +i 5 L5 —ig
1 3 e
Exemple Résoudre dans C I'équation 2% = 645, ot j = —3 + zg =i

On ne donnera que les formes trigonométriques.

En posant z = rei®, Péquation s'écrit : r6ei6® = 64ei % .
27 . w  2kw
On a donc 1% = 64, donc r=2 et 6 = — + 2km, soit o« = — + ——.

On obtient les 6 racines sixiémes de 645 en donnant & k les valeurs 0,1,2,3,4,5 par

iT o gAm o GTx 10w _ 13w _ 16w
exemple. Ce sont : |2e'9,2¢" 9 [2¢" 0 ,2e' ™9 [ 2¢"79 ,2¢" 0

Ezemple Résoudre dans C; 2% — (1 +2i)z* +3(1+1i) =0.

Posons Z = z*; 'équation s’écrit alors Z2 — (1 + 2i)Z + 3(1 + i) = 0.
A= (1+2i)?-12(1+4) = 1+4i—4—12—12i = —15—8i; cherchons ses racines.
a?—b?=-15
a? +b?> =17 En additionnant puis en soustrayant les deux premiéres équa-
2ab = -8

tions, on obtient a® = 1 et b*> = 16 ; comme ab < 0, les racines sont 1—44 et —1+44.
. 14+204+1—-44 . 1+2i—1+4d .

Les solutions sont : Z' = % =l—-iet?Z' = % = 3i.

Il s’agit alors de résoudre I’équation : z* =1 —i = v/2e~ 7 : en posant z = re'®,

I’équation s’écrit : riedic = \/2¢=7 et on a donc rt = \/5, soit 1 = V2 = /2 et

2k (o 2km
4o = —% + 2k, soit o = _116 + Tﬂ ; les solutions sont donc | ¥/2e~(f6+%5%) |

Il y a 4 solutions qui sont les racines quatriémes de 1 — i et qu’on obtient en
donnant a k les valeurs 0, 1,2, 3.

On résout de méme I'équation z* = 3i = 3e’Z dont les solutions sont {L/gei(%Jrz’%)
et qui sont les quatre racines quatriémes de 3i.
L’équation a donc 8 solutions.

Pour s’entrainer : exercices 4, 9, 17.
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5 Appliquer les complexes a la trigonométrie

Méthode : @ Moivre : (cosf +isinf)" = cosnb + isinnf

1 . , 1 . )
e Euler : cosf = i(e’e +e )5 sinf = 2—(619 —e )
i

e Newton : e Somme géométrique :
n n B n ] 1 _ qn_j’_l
= kbn k k _ 1
(a+b) Z@ S =T A

Exemple Calculer cos 3z en fonction de cos z en utilisant les nombres complexes.

Formule de Moivre : (cosz + isinx)3 = cos 3z + i sin 3x.

Or S = (cosz +isinx)? = cos® x + 3i cos? xsinx — 3cosxsin® z — isin® z.

cos 3z = Re(S), donc cos 3z = cos® x — 3cos xsin® x et comme sin® z = 1 — cos? z,
on a cos 3z = cos® z — 3cosx(1 — cos? x), soit cos 3z = 4 cos® x — 3cos z.

Remarque : on obtient aussi cette relation en utilisant les formules d’addition.

2 3

Exemple Ecrire sin” x sous la forme d'une somme, sans puissances ni produits.

sin® ¢ = —(2,)5 (e — e724)% = g (€21 —5e31T +-10e® —10e ™1 4 He 31T — =517,
i i
En regroupant deux & deux les termes de méme coeflicient, on a en utilisant Euler :
1
sin® x = @) (sin 5z — 5sin 3z + 10sinz) ; sin® z = E(sin'{m: — 5sin 3z + 10sin z).
i
" " cos kx
Exemple Calculer S = sinkz et So = .
n n
e sin kz = Im(e’*®), calculons donc ¥; = Z ehe = Z(e”)k. On a donc :
k=0 k=0
YT e eF(eF — o) B 2isin(z/2)
sin(nz/2)sin|(n + 1)z /2 nt)w
Im(¥,) =S, = (nz/ ) ( [52)—1_ )z/2] . Bien noter la factorisation par e
sin(z
" n eikz n el k
e cos kx = Re(e""), calculons ¥ = = .
(e™) Hons =2 Zcos’“m Z(cosx)
k=0 k=0
ei.’r n+1 9 e(n+1)iz e(n-‘rl)im
y, = \COST _ cos"tly ! _ cosnz 07
2= et ) T cosx +isinx —cosxT isinx
cosz ) cosx
(n+1)iz __ n+1 : 1
e cos" x sin(n x
SQ = Re(ZQ) =Re | —1 " 5 SQ = g .
cos™ xsinx sin x cos™ x

Pour s’entrainer : exercices 5, 6, 8, 13.
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6 Démontrer des relations avec des modules

Méthode : Essayer d’abord d’utiliser les propriétés des
modules, sinon remplacer |z|? par 2 + y? ou par 2%.
Attention 1’égalité |z| = |2/| n’implique pas z = z'!

Ezemple Montrer que pour tous z et Z', |z + 2/|2 + |z — 2/|? = 2|22| + 2[2"2|.

|2+2 P+ ]2=2'|? = (242) (2 + 2)+(2—2)(z = 2') = (242) E+2)+(2—2) (Z—7)
=224 22 + 22+ 27 + 27— 22 — 2 Z+ 2 =227+ 222 = 2|22 + 2|2)2.
Le remplacement de z et z’ par leur forme algébrique, donne un calcul plus long.

Exzemple Montrer que |z + 2| + |z — 2| = |z| + |2/].(1)

Supposons que maz{|z|, |2'|} = |z|; on sait que |Z| + |Z'| = |Z + Z'|, donc :
lz4+2|+|z=2 |2 |z+2 +2z—2 soit |z+ 2|+ |z = 2| =2|z| = |z| + |Z/].

St max{|z|, |Z'|} = |Z/], on écrit |z+ 2|+ |z —2| = |z + 2|+ |2/ —2| = |2+ +2 — 2|,
donc |z + 2| + |z — 2| = 2|2| = |z| + |7/|. Dans les deux cas on a bien (1).
Imaginez la complexité du calcul, si on avait utilisé les formes algébriques!

4
Ezxzemple Résoudre dans C: 2z 43z = (3 - 51’) |2]; 2 = x + 1y, (v,y) € R
4 4

2z +iy) + 3(xz —iy) = <3 - 5i> Va2 +y?, soit bx — iy = <3 - 5i) Va? +y2.
En écrivant que les deux membres ont méme partie réelle et méme partie imagi-

Sz = 3y/a? + y? 252% = 9(2? +y?)
naire, on obtient le systéme : 4 5 & 25y = 16(2? + y?)

Y= pve Tty 2>0,y>0
Les deux équations sont identiques : 1622 = 912, soit 4z = 3y puisque x et y doivent

étre positifs. Les solutions sont donc les nombres de la forme x + gm = §(3 + 44)

avec x > 0. Il était ici indispensable de mettre z sous sa forme algébrique.

-1
Exzemple Montrer que 'application f : z — z T est une bijection de C — {—1}

z
sur C — {1}. Montrer que sa restriction a P = {z € C/Re(z) > 0} est une bijection
de P sur D = {z € C/|z| < 1}. On notera M et M’ les points d'affixes z et f(z).

e Soit 2/ € C—{1}; légalité f(z) = 2’ s’écrit z—1 = (z+1)2/, s0it z2(1—2") = 1+2/,
1+ 2

et comme 2/ £ 1 z = : z’ a un seul antécédent z; f est bien une bijection.

Z/

o |z — 1] est la distance de M a A d’affixe 1 et |z + 1| celle de M a B d’affixe —1,
-1
done M’ € D & | =

z+1
La derniére équivalence est due au fait que axe des y est médiatrice de [AB].
Donc si z € P, alors 2’ € D et si 2/ € D, alors z € P.

La restriction de f & P est bien une bijection de P sur D.

<lelz-1l<|z+1]& AM<BM & M e P.

Pour s’entrainer : exercices 14, 15, 16.



