mE Résumé de cours

B Implication, équivalence

Définition : Soient P et QQ deux propositions.
o P = Q signifie (Q ou (nonP)).
e P& Q signifie ((P= Q) et (Q= P)).

B Récurrence

Soit & (n) une propriété définie pour tout entier naturel n.

Principe de récurrence
S’il existe un entier ng € N tel que :

o P(ng) est vraie,
e si P (n) est vraie alors & (n + 1) est vraie,

alors & (n) est vraie pour tout entier n > ng.

Récurrence double
S’il existe un entier ng € N tel que :

o P(ng) et P(ng+ 1) sont vraies,
e si Z(n) et P (n+ 1) sont vraies alors Z(n + 2) est vraie,

alors & (n) est vraie pour tout entier n > ng.

Remarque : Démontrer par récurrence double une propriété & (n) revient & démontrer par récurrence
simple la propriété 2(n) : 7 Z(n) et P (n+ 1) sont vraies”.

Récurrence forte
S’il existe un entier ng € N tel que :

o P(ng) est vraie,
e si P(ng), P(no+1), ...et P(n) sont vraies alors & (n + 1) est vraie,

alors & (n) est vraie pour tout entier n > ng.

B Sommes
Définition : Soient p et n des entiers naturels tels que 0 < p < n. Soient Ty, Tpy1,..., T, des réels.
Alors :

n
g Tk = Tp + Tpt1 + ... + Tn.
k=p

Ty + Tpi1 + ... + T, est Uécriture en extension de la somme.
P p+
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Proposition 1.1.— Regles de calcul —. Soient p et n des entiers naturels tels que 0 < p < n.
Soient zp, Tpt1,..s T, yp, yp+1,..., Yn des réels.

n
= Z$k+yk Z$k+zyk

P

’ n n
mSip<i<n, Z:ck+ Z :Ek:z:ck.
k=p k=1

k=i+1

m Pour tout réel A, Z(/\zk) = /\Z Tg;-

m Pour tout réel A, Z A=(Mn—p+ 1)\

n
Remarque : Dans la somme Z ..., le nombre de termes est n —p + 1.
k=p

Sommes usuelles

Proposition 1.2.— Sommes des entiers, des carrés, des cubes des entiers —. Pour tout entier
naturel n,

'ik n+1)7 Zk2 n+1)(2n+1); st n—i—l).

k=0 6

n n 1
Remarque : On a aussi pour n € N*, Z k= Z k= n(nT"_)7

k=1 kO
n

z": z": n+1 (2n+1) tzkg Zkg n+1)_
k=1 k=0

Proposition 1.3.— Somme des ¢* pour 0 < k < n et ¢ réel —. Pour tout entier naturel n,

n 1iqn+1 i
St =14gtetq={ 14 5 47!
k=0 (n+1)g si g=1

Remarque : C’est un cas particulier de somme de termes d’une suite géométrique (proposition
5.4).

B Produits

Définition : Soient p et n des entiers naturels tels que 0 < p < n. Soient Ty, Tpy1,..., T, des réels.
Alors :

n

H Tk = TpTpt1---Tn.
k=p
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B Factorisation de a™ — b"

Proposition 1.4.— Y(a,b) € C*,¥n € N*, on a :

a" —b"=(a—b)(a" '+ a" 2 +a" 3+ ...+ ab" 2+ " = (a—b) Z a1 Rk,
k=0
n—1
. And 94 el . ) n o__ kin—1—k
Remarques : e La formule précédente s’écrit aussi : a™ — b = (a — b) Z a®b .
k=0

e Pour n = 2 on obtient a® —b? = (a — b)(a+b), et pour n = 3, a® —b> = (a — b)(a® + ab+ b?).

B Coefficients binomiaux et formule du binédme de Newton

Définition : Soient p et n deux entiers.

m Si0<p<n, (n>:
p

n!
pin —p)!’
m Sip>n, n) = 0.

S

Remarque : si 0 < n, (g) =1,sil<n, <n> = n.

1
. n n
Proposition 1.5.— = Yn € N,Vp € {0,1,...,n}, < > = < >
p n—>p
V(n,p) € N? <n> 4 ( " > (n i 1> (formule de Pascal)
m V(n, , = rmu .
v 4 p+1 p+1
Théoreme 1.6.— Formule du bindme de Newton —.

V(a,b) € C2,VneN, (a+b)" = <”>akbnk.
(a,b) ( ) kzzo’“

Remarques : e En échangeant a et b dans la formule précédente, on obtient aussi :
"\ /n
a+b)" = an Ry
@ror=3(})

e On obtient le développement de (a — b)™ en remplagant b par —b dans la formule précédente.

(a—b)" = Zn: (Z) a* (—b)" k.

Corollaire 1.7.— Vn € N, Z (Z) =2" et Z(—l)k (Z) =0.

k=0 k=0
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mm Méthodes

B Démontrer

J Méthode 1.1.— Démontrer une implication

Pratiquement, pour démontrer 'implication P = @, on suppose que P est vraie et on
montre qu’alors @) est vraie.

Exemple : voir chapitre 2 (ensembles, applications)

J Méthode 1.2.— Démontrer une équivalence
Pour démontrer I’équivalence P < @, on peut :

m raisonner par équivalences successives,

m démontrer les deux implications P = @ et Q = P.

Exemple : voir chapitre 2 (ensembles, applications)

< Méthode 1.3.— Faire une démonstration par I'absurde

Soit & une propriété a démontrer. Démontrer par ’absurde que & est vraie c’est sup-
poser que & est fausse et montrer qu’alors on obtient une contradiction.

Mise en ceuvre : exercice 6.7, exercice 6.11.

< Méthode 1.4.— Faire une démonstration par récurrence
Soit Z(n) une propriété définie pour tout entier naturel n. Il s’agit de démontrer que
P (n) est vraie pour tout entier n > ng en utilisant le principe de récurrence.

On définit précisément la propriété &?(n) a démontrer.

On annonce qu’on va démontrer & (n) par récurrence, en précisant pour quelles valeurs
de n on va le faire (pour tout entier n > ng).

On démontre & (ny).

On démontre que si & (n) est vraie, alors & (n + 1) est vraie.

On conclut.

Exemple : Montrons que : Vn >4, 2" > n?.
Soit, pour n € N, £ (n) la propriété 2" > n?”. Démontrons par récurrence que Z(n) est vraie
pour tout entier n > 4.

o 21 =16 et 42 = 16 donc £ (4) est vraie.
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e Supposons que Z(n) est vraie pour un entier n > 4. On a alors 2" > n?. En multipliant par
2 les deux membres de cette inégalité, il vient 2" > 2n2. Comparons alors 2n? et (n +1)2.
Pour tout x réel, 222 — (x 4+ 1)? = 22 — 2z — 1. C’est un trinéme du second degré de racines
1—+/2 et 14++/2. Il est donc strictement positif pour tout = > 1+ +/2. En particulier, comme
n>=4>14++2, ona2n?— (n+1)2>0donc2n? > (n+1)>2
On a obtenu 2"+ > 2n% > (n + 1)%, donc 2"*! > (n +1)? et P (n + 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence, & (n) est vraie pour tout entier n > 4.

Bl Calculer une somme

d  Méthode 1.5.— Calculer une somme en utilisant les formules des sommes
usuelles

On utilise les régles de calculs sur les sommes (proposition 1.1) et on se ramene au calculs
de sommes usuelles (proposition 1.2).

Exemples : Soit § =) (2k—1). Alors S=2» k- 1.

k=0 k=0 0

n(n+1)
2

n

On sait que Z k= (proposition 1.2).
k=0

Dans la somme Z 1, le nombre de termes est (n+1). On a donc Z 1 =n+1 (proposition 1.1).
k=0 k=0

1
Finalement S = 2% —(n+1)=n?-1.
n—1
Soit T =Y "(3k — 2)(1 — k).
k=1
Pour pouvoir se ramener a des sommes usuelles, on commence par développer le produit
3k —2)(1 — k).
n—1 n—1 n—1 n—1
T=>(-3k>+5k—2)=-3> k*+5> k—>» 2
k=1 k=1 k=1 k=1
nn+1)2n+1)

n
On sait que, pour tout entier n, Z k2 = 6 (voir la proposition 1.2 et la remarque
k=1

qui suit). En remplagant n par n — 1 dans cette formule, on obtient :

n—1
Y (0l | et T V| SN
6 6
k=1
- 1
De méme, en remplagant n par n — 1 dans la formule Z k= %, il vient :
k=1
n—1
-1
Zkz%pourn}l
k=1
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n—1 n—1

Dans la somme Z 2, le nombre de termes est (n — 1). On a donc Z 2 =2(n—1) (d’apres la
k=1 k=1

proposition 1.1), et donc :

nn—1)(2n —1) n 5(n —1)n

T=-3
6 2

—n—1) = (ngl)(—2n2+6n—4) = (n—1)2(2—n).

J Méthode 1.6.— Calculer une somme en faisant un changement d’indice
n

Soit r un entier. Faire le changement d’indice j = k + r dans la somme Zxk, c’est

k=p
remplacer k par j —r dans le terme général xj et changer les bornes de la somme : p en
n n—+r
p+retnenn+r, cest-a-dire écrire E T = g Tjp.
k=p Jj=p+r

Exemple : Soit & calculer la somme Z(k +1)2

k=0
Posons j = k + 1. Le terme général de la somme est (k + 1)2 = j2. Lorsque k = 0, on a j = 1 et
lorsque k =n,onaj=n+1. Onabien {k,0<k<n}={j—1,1<j<n+1}={0,1,....,n}.

n n+1
: o (M+1D(n+2)2n+3)
11 vient E (k+1)*= E §2 =
k=0 Jj=1

6

Remarque : On aurait pu calculer Z(kz +1)% en développant (k + 1)? (méthode 1.5), mais cela

k=0
aurait été plus long.

J Méthode 1.7.— Calculer une somme télescopique
n

Une somme télescopique est une somme du type E (g+1 — xx), dans laquelle n est un
. k=0
entier naturel, xg, z1,..., Tp, Tpt1 sont des réels.
n

Ona: g (k41— k) = Tng1 — xo (différence entre le dernier terme et le premier terme).

k=0
n n n n+1 n
En effet E (Tpy1 —xp) = E Thal — E T = E T; — g Tk = Tpa1 — To
k=0 k=0 k=0 i=1 k=0

n
(on a posé i = k + 1 dans la somme Z$k+1).

k=0
Pour calculer une somme télescopique, on peut écrire le changement d’indice comme

ci-dessus, ou écrire directement le résultat obtenu comme dans ’exemple qui suit.

Exemple : Soit n € N*. Alors :
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n

S (%1) =3 (tn(k) = In(k + 1)) = In(1) — In(n + 1) = — In(n + 1)
k=1

k=1

car il s’agit d’une somme télescopique.

B Développer (a + b)™ pour n donné, par la formule du binome

- Méthode 1.8.— Comment écrire le développement de (a + b)™ par la formule
du binéme
Soit n un entier naturel donné, supérieur ou égal a 2. Soient a et b deux nombres com-
plexes. Le développement de (a + b)" est donné par la formule du bindme de Newton

(théoréme 1.6).
(a+b)" = ,;0 (Z) akpnk,

On calcule les valeurs numériques des coefficients binomiaux : on construit les (n+1)
n
premieres lignes du triangle de Pascal et on lit les coefficients < kz) dans la (n + 1)-iéme

ligne.
Pour construire le triangle de Pascal :

A Tintersection de la ligne de n et de la colonne de p, on note la valeur de (n) Le
p

n+1
coeflicient ( Il) est obtenu par la formule de Pascal : c’est la somme des coefficients
p

<Z> et <p—7i 1) (proposition 1.5).

0 1 2 3 .. P p+1 n n+1

W N = O
— = e
[\
—

p |1 p
p+1(1 p+1
n 1 n <n> " 1
p p+1
1
n+1l1 n+i ne on4+1 1
p+1

On écrit le développement : (a + b)" = 1.a™ + na™ 1o+ ... + nab™ ! + b™.
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Exemple : Pour développer (a + b)°, on construit le triangle de Pascal, jusqu’a la ligne n = 5.

1
4 1
10 5 1

—_ e e e e
S W =

T W N

—_
o

5 5
Les coefficients (0), (1), ... sont sur la derniere ligne. Donc :

(a+b)° = 1.a° + 5.a"b + 10.a®b* + 10.a*b> + 5ab? + 1.0°.
Dans cette somme, la somme des exposants de a et b dans chacun des termes est égale a n, les

exposants de a sont rangés dans l'ordre décroissant, de n a 0, ceux de b sont rangés dans 1'ordre
croissant, de 0 a n.

H Calculer une somme double

. Méthode 1.9.— Calculer une somme double
Pour bien comprendre quelle est la somme double a calculer, il peut étre utile d’écrire
les nombres & additionner dans un tableau. Ainsi, on visualise ’ensemble des couples
(i,7) sur lesquels porte la somme. Pour le calcul, on se rameéne en général, au calcul de
deux sommes simples. Il est parfois nécessaire d’échanger I'ordre des sommes pour que
le calcul aboutisse.

Exemples : o Soit S = > i(j+1).

i=1 j=1
Notons dans un tableau les nombres a additionner pour obtenir S.

1 2 .. j S n
112 3 .. J+1 . . n+l
204 6 .. 20+1) .. .. 2(n+1)
P2 3 .. iG+1) . . i(n1)
n|{2n 3n .. n(G+1) ... ... nn+1)

S est la somme de tous les nombres du tableau précédent. L’ensemble des couples (i, j) sur
lesquels porte la somme est {1,2,...,n}2
n

Pour i € {1,2,....,n}, l; = Z’L(j + 1) est la somme des nombres de la ligne s.
j=1
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