OUTILS MATHEMATIQUES

I. Eléments d’analyse vectorielle
I.1. Coordonnées cartésiennes

Axe Oz
A

y

M
\J

o z Axe Oy

Axe Ox

M est I'intersection de trois lignes de Déplacements élémentaires sur le
triedre local :

dOM = dxe, +dye, +dze,|.

coordonnées : [OM = xe, +ye, + ze,|.

dx

Volume élémentaire

Surfaces élémentaires

Découpage des surfaces élémentaires. Volume élémentaire.

I1.2. Opérateurs différentiels et relations intégrales

Le gradient d’'un champ scalaire U(X,y,Z) est donné par la relation suivante :
oU- dJU- U~

radU=VU=""ex+—ey +—e
g x ay ¥zt

Avec dU:g—I%ach-a.

L’opérateur divergence d’'un champ vectoriel,

V=V, (xy.2)e,+V,(xy.2)e,+V,(xy,2)e, est donné par la relation
suivante :

oV, N Vv, N aV,

ox Jdy 0z

divV=V.V=
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L’opérateur rotationnel d’'un champ vectoriel,
V=V, (xy.2)e,+V,(xy.2)6,+V,(xy,2)e, est donné par la relation
suivante :
— Y - v, | — — |V, —
V= Av=|2e_ 2% e, + oV 9V e, + AT e,
dy o0z 0z Jdx ox ay
Le laplacien d’un champ scalaire U(X, y,Z) est donné par la relation suivante :
0*U , 2°U , 9°U
ox2  9y? 09z
Par extension, le laplacien s’applique aussi 2 un champ vectoriel selon :
92 2 2y . 9%V, 9%V, 9%V, _ 92 2 2y
AV=a‘£X+a‘£X+avxex+ >+t yey+a‘£z+a‘£z+a‘£zez
x> ay? o ox® ay* o ox®  9y® oz

AU =div(grad U) =

1.3. Propriétés et relations entre opérateurs

rot(rotV):g—rard(divV)—ZV

ot (grad U) = 6

div(rotV) =0

grad(U, U, ) =U,grad(U;) + U,grad(U,)

div(UV)=UdivV +V-gradU

N AR Al

rot(UV)=UrotV +gradU AV

G7ad (V. ;) =V, i V; + G n 101 V; + (1 - grad) Vi + (% - grad
(V1 V) =V (div ) -5 v V) - (V;-grad) V; + (V- grac) ¥

I1.4. Coordonnées cylindriques

Axe Oz

M est l'intersection de 3 lignes de  Définition du triédre orthonormé local.

coordonnées. |OM = pe, + ze, |.
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Déplacements élémentaires sur les Déplacements élémentaires sur le triedre

lignes de coordonnées. local : |dOM = dpe_P'+pd9e_e'+dze_z' _

pdo -dz
>
dz-dp
pdd -dp

, Valeur approchée des aires des surfaces
Découpage des surfaces PP {1¢ ¢
élémentaires. elementaires.

. gdppidedz ;

Découpage des volumes. Valeur approchée du volume élémentaire.

/

v

1.5. Expression des opérateurs différentiels en coordonnées
cylindriques
Le gradient d’un champ scalaire U(p,6,z) est donné par la relation suivante :

gradU—a—Ué L L
P pae 9zl

L’opérateur divergence d’un champ vectoriel,

Vp(p,e, z)eﬁp + V4 (p,6, z)eﬁe +V,(p,6, z)et est donné par la relation suivante :
_ a(pV.

divV=1 <p")+18V9+avz

p dp p dd dz

L’opérateur rotationnel d’'un champ vectoriel,

Vp(p,e, Z)GT, +Vy(p,6, z)é; +V,(p,6, Z)é; est donné par la relation suivante :
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- - V. -
rotV = 1oVe 9% e + 9V €0 +
p dd 09z 0z  dp

0 oV, |-
4| 190eYe) 9V, |-
p dp 00

L'opérateur laplacien d’'un champ scalaire U(p,0,z) est donné par la relation

suivante :

2 2
AU:li[ auj 19°U  9°U

P ) 02 002 | o2

%/

Définition du triédre orthonormé local.

1.6. Coordonnées sphériques
Axe Oz

b

\/
e

WV

Cercle

derayon

M est l'intersection de trois lignes

de coordonnées : [OM=re,|.

Déplacements élémentaires sur les Déplacements élémentaires sur le
lignes de coordonnées. triedre local :

dOM = dre, + rd@e, + rsin Gd(pe_q; .

fsin® do - dr

rsin8do - rdd

Découpage des surfaces. Valeur approchée des aires des surfaces
élémentaires.




|

Découpage des volumes. Valeur approchée du volume
élémentaire.

r’drsin® do do

1.7. Expression des opérateurs différentiels en coordonnées
sphériques
Le gradient d’un champ scalaire U(r,0,¢) est donné par la relation suivante :

— oU- 19U~ 1 JU-
gradU=—er+——es+—————6&
or r 0o rsin® Jdo

L’opérateur divergence d’un champ vectoriel,

Vp(r,G,(p)a + V4(r,6, (p)eﬁe + V4, (.9, @);m est donné par la relation suivante :

10(rY,) 1 {a(sineve)Jrav(P}

divV=— -
r> or rsin® 00 oQ

L’opérateur rotationnel d’'un champ vectoriel,

Vp(r,e,(p)67 + Vi (1,6, (p)ég + V(p(r,e, (p)é; est donné par la relation suivante :

S d(sinoV, _ a(rv ) |-
rotV = 1 ( (P)—ave er+1 .8\/, - ( (p) €0 +...
rsin® 20 foL0} r| sin6 e or

a(rv, -
L+ 9(M%) oV o
or 20

r
L'opérateur laplacien d’'un champ scalaire U(r,0,¢) est donné par la relation
suivante :

2
A U — ii[rz a_Uj +;i[3|nea_uj +;a_u
r? or or r? sin@ 00 00 ) r?sin®@ d¢?

2. Relations intégrales
2.1. Définitions
Circulation € d’un champ de vecteurs le long d’un contour orienté € :

czjz.az
C

Flux @ d’un champ de vecteurs a travers une surface orientée $=8n :

q):J;IZ-EE
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2.2. Relations entre formulations intégrales

Relation de Stokes :
j j m.a@:q%z.az
S e

Le contour orienté € s’appuie sur la surface orientée §.
Relation d’Ostrogradski :

Le flux d’'un champ vectoriel a travers une surface fermée (qui délimite un
volume Vol.) s’exprime en fonction de lintégrale (sur ce volume) de la
divergence de ce champ par la relation d’Ostrogradski selon :

@S V-«TS:H divV dt
S Vol.

3. Notions d’analyse de Fourier
3.1. Généralités

Le nombre complexe j est tel que jZ=—1.

Toute fonction f(t) périodique de période T (satisfaisant aux conditions de
Dirichlet) peut se décomposer sous la forme :

f(t)y=a, + Zan cos nwt + b, sin not
n=1
avec,
L+T

1
2= j F(t)dt
&

4+T

a :% I f(tycos(nwt)dt ne N’
t1
L+T

b,,=$ I f(Bsin(not)dt ne N’

4

. 2n . . ,
La pulsation (n:T représente la pulsation du mode fondamental, les multiples

portent le nom d’harmoniques.
Une fonction paire ne présente pas de terme en sinus.
Une fonction impaire ne présente pas de terme en cosinus.
Dans le domaine symbolique la fonction f(t) associée a f(f) se décompose sous
la forme :
N=+oo

f(t) = Z c_,,ej”“”

N=—oo
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Les coefficients ¢, sont donnés par :
1 th+T
e =7 I f(tye ™ dt neN

tO
=./a2 +b? en fonction des pulsations

N représente le spectre en fréquence de la fonction.

Le tracé du module des coefficients |C

Zn|

La valeur efficace d’un signal f(f) est donné par :
N=4c0

<f2(t)> = |c +% Z:; 2

Cas d’une fonction sinusoidale f(t) = ACOS(O)t+ (p) :

A
2 [e—
(1) = N
3.2. Décompositions en série de Fourier de fonctions usuelles

AF©)

o
—
~Y

T
+1 pour 0<t<3 4o
fo)= ; fley=—2

—lpour ——<t<0
P 2

sin(2p + ot
2p +1

47

~Yy

+Zt 0<t<I

T [ pour 2 | 4 & cos(2p + Dot

fO=1 5 T fO=3-22 2p+1)?
—?t pour —E<t<0 0 p
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()

f(t) =[sint|

~Y

21

f(t):E——

2 4 cos 2pt
T 2p+N(2p -))...

4. Formules trigonométriques et hyperboliques

4.1. Définitions

cosx=—(ej" + e‘j")

4.2. Propriétés

cos® x+sin® x =1
1

cos?® x

=1+tan’® x

—— =1+ cotan®x
sin? x

coshx=%(e" + e"‘)

sinhx:%(e" - e"‘)

sinh x
cosh x

tanhx =

cosh? x —sinh? x =1
1

e =1-tanh?® x
cosh? x

e = cotanh®x — 1
sinh? x

(cos x + jsinx)” =cosnx+ jsinnx  (coshx+ jsinh x)" = cosh nx + sinh nx
cos(x + y) =cos xcos y —sinxsiny COosh(x+ y)=coshxcoshy +sinhxsinhy
cos(x— y)=cos xcos y +sinxsiny Cosh(x—y)=coshxcoshy —sinhxsinhy
sin(x+y)=sinxcosy +sinycosx  sinh(x+ y)=sinhxcoshy +coshxsinhy

sin(x— y) = sin xcos y — cos xsin y sinh(x — y) = sinh xcosh y — cosh xsinh y

tan(x + ):M tanh(x+y)=w
y |- tanxtany 1—tanh xtanhy
tan(x - y) = -anx-tany. tanh(x - y) = Janhx—tanhy
1+tanxtany 1-tanhxtanhy
1+ cosh2x
cos? x = 1+ C082x cosh? x=——°%
2 2
- . cosh2x—1
sin? x = 1= €082X sinh? x = <% 1
2 2
tan® X—M tanh? X:%
1+ cos2x 1+ cosh2x

cosp+cosq=2cosPt9 cosP—9  coshp+ coshq:ZCosh% cosh?—4
2

2



