Chapitre 1

Mise en équations, modélisation

Un apport essentiel de cet ouvrage est d’appuyer I'explication technique du
fonctionnement de tout composant sur un modele, et de déduire le fonctionne-
ment d’'un systéme électronique sur la mise en équations de ses composants,
donc de leurs modeles, en interaction. Une notation claire et unifiée est indis-
pensable pour établir sans ambiguité ni incohérence ces équations. L'objet de
ce chapitre est de présenter ce formalisme en l'illustrant sur des exemples.

1 Systemes d’équations et d’inéquations

1.1 Bilan des inconnues et des équations

Dans un systeme électronique, les courants et les tensions inter compo-
sants sont a priori inconnues. La mise en équations du systéme consiste a
établir 'ensemble des relations entre ces tensions et courants : c’est ce qu’on
appelle le bilan des équations du systeme. Dans le cas de systéemes électro-
niques simples, ce bilan peut étre trivial a obtenir. Mais, pour un circuit aux
nombreux composants ou aux composants complexes, il est difficile d’établir le
bilan de ses équations, et de le garantir complet, sauf a procéder avec rigueur.

Ainsi, en anticipant sur les sections suivantes, le comportement d’'un di-
pole est défini par une équation, et présente deux inconnues (courant qui le
traverse, tension a ses bornes). On a donc un déficit d'une équation par rapport
au nombre d’inconnues pour un dipdle. Le comportement d’'un quadripdle est
défini par deux équations, et présente quatre inconnues (courant et tension a
I’entrée, courant et tension a la sortie). On a donc un déficit de deux équations
par rapport au nombre d’inconnues pour un quadripéle. Pour un circuit fermé,
on a autant d’équations que d’inconnues.

Comment déterminer les inconnues ? En principe, il faut nommer les cou-
rants dans toutes les branches, et les tensions de tous les nceuds. Dés que le
montage a étudier n’est plus trivial, faire le bilan des inconnues et des équa-
tions est la seule facon pour étre str de ne pas oublier des inconnues ou des
équations.
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1.2 Un exemple simple

On considere le probleme élémen-
taire suivant posé par le systeme élec-

tronique de la figure 1.1 : quel est le cou- —> |
rant qui traverse une résistance R ali-

7z . E | v R
mentée par une tension E ?

On distingue plusieurs types d’élé-
ments qui contribuent a formaliser le
fonctionnement de ce systéeme électro-
nique :

— les inconnues, toujours écrites en minuscules :iciv et i;

— les parameétres, toujours écrits en majuscules :ici E et R ;

— les équations, qui relient inconnues et parametres :iciv=E etv=R i.

Le bilan des équations est complet parce que pour un circuit fermé, comme
c’est le cas ici, il y a autant d’inconnues que d’équations.

Dans toute la suite de cet ouvrage, on adopte une notation concise pour
représenter inconnues, parameétres et équations. Dans le cas de notre exemple,
cette notation aboutit au tableau suivant :

Figure 1.1 — Exemple simple illus-
trant la mise en équation

v E v=FE
i R v=Ri

Avec cette notation, I’écriture d'un systeéme est divisée en trois parties, sé-
parées par des barres verticales. A gauche — figurent les inconnues, dans un
ordre quelconque. Au centre — sont listés, dans un ordre quelconque, les para-
métres. A droite — les équations, elles aussi dans un ordre quelconque. Cette
notation permet de cataloguer précisément tous les éléments de la description
d’un systeme.

Par extension de langage, on appellera systéme ce tableau d’éléments. Par
la suite, le terme systéme qualifiera donc aussi bien le systéeme électronique lui-
méme que le bilan des éléments mathématiques qui en modélisent le fonction-
nement. Lorsque la distinction sera nécessaire entre les deux, on reviendra a
la terminologie initiale.

Résoudre le systeme signifie manipuler les équations pour exprimer les in-
connues en fonction des parametres. En détaillant cette démarche sur I'exemple,
on peut commencer par éliminer I'inconnue v du systéme :

.| E .
I E=R:
R
On obtient ainsi, de maniére évidente :
. E
i = —=
R

On établit ainsi la valeur du courant qui traverse une résistance R alimen-
tée par une tension E.
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1.3 Equations et inéquations

On suppose que le probléeme élémentaire de la section précédente soit main-
tenant contraint par une condition : quelle est la condition pour que la puis-
sance dissipée par la résistance ne dépasse P,qy ?

Il y a un parameétre supplémentaire, P,,,,, €t une contrainte ; la notation
adoptée pour représenter le systéme correspondant est la suivante :

E

v v=FE

. R . 9

I v=Ri » Ri*<P,u
Pmax

Le symbole « » » introduit la contrainte sous la forme dune inéquation.
Une contrainte ne change pas la solution (on a toujours i = E/R), mais borne
sa validité. Si la contrainte n’est pas vérifiée, le bilan d’équations n’a pas de so-
lution analytique, ce qui signifie que ces équations ne sont pas celles qui sont
applicables pour représenter le fonctionnement du systéme électronique dans
cette situation (le systéme électronique a toujours un fonctionnement... ne
serait-ce que celui de griller!) Techniquement, on proceéde d’abord a la résolu-
tion du systeme d’équations, et ensuite on traduit la contrainte sous la forme
d’'une inéquation portant sur les parametres du systéme. Ici, on obtient :

R P, = E?

1.4 Variation incontrolable

On modifie maintenant le probléme a résoudre sur le systéme électronique
de la figure 1.1 : quel est le courant qui traverse une résistance R alimentée par
une tension pouvant varier entre E,,;, et E,,,. ? Quelle est la condition pour
que la puissance dissipée par la résistance ne dépasse P, gy ?

La formulation mathématique de la variation de la tension entre E,,;, et
E,, .. est dune nature completement différente de la contrainte de dissipa-
tion maximale P,,,,. En effet, comme détaillé dans la section précédente, la
contrainte de dissipation maximale P,,,, s’exprime sous la forme d’une in-
équation sur les parametres du systéme, que I'on doit vérifier a posteriori. Par
contre, la variation de la tension entre E,,;, et E 4. est incontrélable, c’est-a-
dire subie : formaliser le fonctionnement du systéeme électronique dans cette
situation oblige a établir une expression de la solution qui soit valide quelle
que soit la tension entre E,,;, et E 4. La conséquence est que, dans le cas
général, la solution n’est plus unique, mais conduit a une valeur dont on ne
peut établir que des bornes.

La notation particuliere qui est adoptée pour exprimer cette variation bor-
néeest:Vuv [E,in — Engel Dansécriture du systéme, elle remplace ’équa-
tionv=F:
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Emin

v E ax Vv [Enin — Enaxl

i R v=Ri » Ri2<Ppu
Pmax

Pour déterminer i, on commence par éliminer 'inconnue v :

Emin

E
i ;n%ax VRi[Enin — Epex] » R i2<Pmax

Pmax
Comme E,,;, et E,,,, sont des constantes délimitant un intervalle de va-

riation, on peut leur appliquer des opérations arithmétiques conservant ho-
mothétiquement cet intervalle! :

Emin
jo| Tmen | v S Shel R 2ep,,
Pmax

Ce résultat (intermédiaire) signifie que, avec nos hypotheses, i est suscep-
tible de varier de maniére incontrélable entre E,,;,/R et E,,./R. Pour établir
a quelles conditions ces valeurs de i peuvent satisfaire la condition sur P, .,
on peut écrire :

Puis :

E?. E2
V R 2 min max

Cette écriture signifie que R i2 évolue de maniére incontrélable entre les
bornes E?m.n/R et E2 . /R. La seule possibilité pour que la contrainte R i <
P, soit vérifiée pour toutes les valeurs de I'intervalle incontrélable est qu’elle
le soit pour la borne supérieure :

E2

max

SPmax

Si 'une de ces trois grandeurs est ajustable, sa borne pourra étre établie
en fonction de la valeur des deux autres. Si les trois sont fixées, cette condition

1. Attention, multiplier ou diviser par une quantité négative échange les bornes.
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permettra d’établir si le systeme électronique peut fonctionner conformément
a ses équations.

1.5 Domaine de validité

Pour beaucoup de composants, on ne peut exhiber une équation unique qui
en modélise le fonctionnement dans toute sa plage de fonctionnement : celle-ci
doit étre découpée en domaines disjoints, et on établit un jeu d’équations et
d’inéquations par domaine. Les équations définissent le comportement dans
un domaine, et les inéquations 'appartenance au domaine. Le comportement
dans un domaine est souvent appelé mode de fonctionnement. Un exemple
typique est celui d'une diode de commutation, dont le modele linéaire est (voir
le systeme 4.3 page 109) :

iid vd Vb Diode bloquée : ig=0 » vg<Vp
Diode passante: vg=Vp+Rpig » vq=Vp

Dans cette notation, ’accolade « { » regroupe des équations qui s’excluent :
ici, ces équations concernent la modélisation choisie pour une diode. On a soit
14 = 0 (diode bloquée), soit vy = Vp+Rp i4 (diode passante), mais pas les deux,
sauf éventuellement en un point : c’est donc dans tous les cas un systéme a
une équation. Le symbole » introduit la liste des conditions qui doivent étre
vérifiées pour chaque équation : si on adopte iz = 0, alors vqy < Vp doit étre
vérifiée. Si c’est vg = Vp + Rp i4, alors vg = Vp doit étre vérifiée.

L'exercice 5.2 page 119 est un exercice académique typique qui expose la
méthode de résolution d’'un tel systeme. La mise en équations aboutit au sys-
teme suivant :

Io=1+1i4
Vd Iy . .
. Rl 1=vyg +R 21d
iqg | Ri, R .
) ig=0 > vy<Vp
i Vp, Rp )
vg=Vp+Rpig » vg=Vp
Pour résoudre un tel systéme, la démarche est toujours la méme : se placer
dans un mode de fonctionnement, exploiter les équations valides dans ce mode,
vérifier les inéquations valides dans ce mode.
On suppose donc par exemple que la diode est bloquée (i = 0). Le systeme

devient donc dans ce mode :

U4 I Ip=i+1iy4
id R1, Ry R4 i:vd+R2 id
i Vp, Rp ig=0 » wvg<Vp
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La résolution conduit a ’expression des inconnues en fonction des para-
metres, et a la traduction de I'inéquation en termes de contrainte sur les pa-
rametres :

Ud I() i:I()
ig | Ri,Rs | vg=R1lIy
i Vp, Rp ig=0 » R1Iy<Vp

L'inéquation signifie que 'hypotheése iy = 0 n’est justifiée que si les valeurs
des parametres vérifient R1 Iy < Vp. Si aucune valeur numérique n’est don-
née, on ne peut rien faire de plus. Si les valeurs numériques de ces parametres
sont données, alors :

— soit 'inéquation est vérifiée, on a bien la solution du probleme;

— soit 'inéquation n’est pas vérifiée, alors la solution n’est pas valide : cela
signifie que I’hypothése du mode de fonctionnement diode bloquée est
fausse.

Si on suppose maintenant que la diode est passante (vq =Vp + Rp i4), on

obtient le systeme :

Uq Iy Ip=1i+iq4
id R1, Ry Rii=vg+Roiyg
i Vp, Rp vg=Vp+Rpig » vg=Vp

La résolution du systéeme (exercice 5.2 page 119), conduit a I'inéquation
R1Iy=Vp.

1.6 Montages comportant des amplificateurs opération-
nels

La mise en équations des montages comportant des amplificateurs opéra-
tionnels peut étre piégeuse, car tres souvent elle consuit a ignorer les courants
(d’entrée, de sortie) du montage, mais a ne formuler que les expressions des
tensions. Aussi, les inconnues des courants ne sont pas cataloguées, ce qui
perturbe le bilan des équations et des inconnues. Ce point est détaillé dans la
section 6 page 191.

2 Dipoles

L'essentiel des systémes électroniques se compose de circuits interconnec-
tant des éléments a deux points de connexion avec les autres éléments, ou a
quatre points de connexion ou a six points. Ces types d’éléments sont qua-
lifiés de, respectivement, dipdles, quadripéles, hexapoles. Disposer de regles
générales pour établir les équations de ces éléments facilite alors grandement
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I’établissement du bilan complet d’un circuit. La présente section ainsi que les
suivantes présentent ces regles, en commencant par celles des dipdles.

Le comportement d’un dipdle réel est caractérisé par une équation? de la
forme f(i, u) =0, ou i est le courant a travers le dipdle, et u la tension a ses
bornes.

Un dipole réel est dit passif si il ne contient aucune source d’énergie ; il
est actif dans le cas contraire. Un dipéle est dit linéaire si son équation est
linéaire.

2.1 Conventions de signe du courant

Il existe deux conventions
de signe du courant pour les di-

poles, celle des dipdles passifs l i
(figure 1.2.a), et celle des di- : 1
poles actifs (figure 1.2.b). u u
La justificati hysi
entreacejsu Sd;uiccact)(ilrifel?ti(})’s;qu ¢ ¢
(a) Dipole passif (b) Dipéle actif

signe peut étre difficile a appré-
hender. C’est pourquoi la figure Figure 1.2 - Conventions de signe du cou-
1.3 les présente un peu diffé- rqnt dans un dipéle

remment, en mettant en évi-

dence les orientations relatives

du courant et de la tension : opposés pour un dipodle passif, dans le méme sens
pour un dipoéle actif. Cette figure met aussi 'accent sur un aspect qui peut pa-
raitre évident : le courant qui entre dans un dipdle est égal au courant qui en
sort. C’est-a-dire que c’est le méme courant i qui traverse les deux branches
du dipéle. Ceci n’est pas une équation, c’est une propriété vérifiée par tout
dipodle, qu’il soit réel ou virtuel.

b i
! i

(a) Dipole passif (b) Dipole actif

Figure 1.3 - Illustration des conventions de signe du courant dans un dipéle

La mise en équations d’'un dipdle contenant plusieurs composants peut
faire apparaitre diverses inconnues internes, autres que la tension v et le

2. Contrairement a un dipdle virtuel, comme le norateur et le nullateur (section
2.7 page 19).
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courant i. Cependant, pour un dipdle réel, quel que soit le nombre d’incon-
nues internes ajoutées, son bilan complet comprendra toujours une équation
de moins que le nombre total d’inconnues.

Léquation caractéristique d’un dipdle est I'équation qui résulte de 1’élimi-
nation des inconnues internes, c’est-a-dire qui ne mentionne comme inconnues
que la tension v aux bornes du dipéle et le courant i qui le traverse.

2.2 Puissance dissipée, fournie par un dipole

Puissance dissipée et puissance fournie sont des grandeurs de signes oppo-
sés; le signe de leur expression dépend de la convention de signe du courant
dans le dipdle (tableau 1.1).

Dipole Puissance dissipée Puissance fournie
Actif -vi Ui

Passif vi -v1i

Tableau 1.1 - Puissance fournie et dissipée par un dipdle
La terminologie dissipée ou fournie n’exprime pas directement un compor-

tement physique. C’est ainsi qu'une puissance dissipée négative est en fait une
puissance physiquement produite par le composant.

2.3 Les dipoles linéaires passifs

i i i
— — —
Ik :k A
u R u L u — C
— 1 . C
(a) Résistance (b) Inductance (¢) Condensateur

Figure 1.4 - Dipdles linéaires passifs

Les trois dipdles linéaires passifs réels sont : la résistance, I'inductance et
le condensateur (figure 1.4). Les systéemes associés sont :

Résistance: u, i ‘ R ‘ u=R i

Inductance: u,i|L|u=L di
dt
d

Condensateur: u,i|C |i=C d_L:




