Colle 1

Trigonométrie

1 Enoncés

f—[Questions de cours }

Démontrer les formules suivantes : pour tout a, b € R tels que les
expressions ci-dessous existent,

tana+tanb
1. tan(a+b) = ——

1—-tanatanb

tana—tanb
2. tan(a—b) =

l1+tanatanb

b)cos(a;b)

. . . [a+
3. sina+sinb =2sin

f—[Questions de cours }

Pourtout xeR, x #Zm + km, ke N, on pose ¢ = tan(f).
Démontrer que :
2t
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f—1 Exercice 1 N

Résoudre dans R, les équations suivantes :

Partie I IE

1) cos x —cos(2x) = sin(3x).
2) cosx + cos(2x) +sin(3x) = 0.
3) 3tanx =2cosx.

Partie I1

1) V3cosx—sinx = V3.
2) V2cosx—V2sinx = V3.

3) cosx + V3sinx = 1.

e Exercice 2 N

1. Exprimer tan(3x) en fonction de tan x.
2. Exprimer sin(3x) en fonction de sin x.

3. Exprimer cos(3x) en fonction de cos x.
. J

Exercice 3
T 3n 51 7
E Calculer la valeur de cos* (—) +cos? (—) +cos* (—) +cos* (—)
8 8 8 8
Bonus 1 N
Démontrer les formules ci-dessous :
2sin(x —
1. tany—tanx= )
cos(x +y) +cos(x—y)

sinx 1

. = x
1-cosx tan(—)
2

2
CcOoS2Xx

3. tan(%+x)+tan(%—x) =
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11

2 Corrections
Correction des premieres questions de cours :
QUESTION 1:

a et b sont deux réels tels que tan a, tan b et tan(a + b) existent et tels que
tanatanb # 1, soit 1 —tanatanb # 0

tan(a+ b) (1 —tanatanb) =

sin(a+ b) sina sinb
cos(a+ b) ( " cosa ) cosb)
_sin(a+b) sinasinb

~ cos(a+b) ( B cosacosb)

_ sin(a+b) y cosacosb—sinasinb

~ cos(a+b) cosacosb
sin(a+b) costa+b)

X
cosfa+b) cosacosb

sinacosb +sinbcosa

cosacosh
sinacesb  sinbcosa

= +
cosacesh cosucosh

=tana-+tanb

Onadonctan(a+b) (1 —tanatanb) =tana+tanb et comme 1 —tanatanb #0
tana-+tanb

alors tan(a + b) = ———.
l1-tanatanb

QUESTION 2 :

a et b sont deux réels tels que tan g, tan b et tan(a — b) existent et
tels que tanatanb # —1, soit 1 + tanatanb # 0
sin(a — b) sina sinb
tan(a—b) (1 +tanatanb) = (1+ X )
cos(a—b) cosa cosb
_ sin(a—b) sinasinb
" cos(a—b) ( cosacosb)
sinfa—b) cosacosb+sinasinb
cos(a—b) ) cosacosbh
sin(fa—b) costa=b) sinacosb-sinbcosa
ms(—a{ﬁ)’x cosacosh cosacosh
_ sinacesD  sinbcosa
" cosacest cosacosb

=tana—-tanb

Onadonctan(a—b) (1 +tanatanb) =tana—tanb et comme 1 +tanatanb #0
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tana—tanb
alorstan(a—b) = ——.
1+tanatanb

QUESTION 3 :

a+b a—>b

[#)| Pour tout a, b € R, on note a = etf= 5

Onadonca+fB=aeta—-fB=>b
D’apres les formules d’addition, vues en premiere S, comme «, § € R alors

sin(a + B) = sinacos +sin fcos §
sin(a — B) =sinacos f—sinffcos f
En additionnant les deux formules précédentes, on obtient

sin(a + B) +sin(a — B) = 2sinasin

a+b

a->b
En remplacant a par et par ——on obtient

. . . (a+b a-b
sina+sinb =2sin 5 cos 5

Correction des secondes questions de cours :
QUESTION 1 :

x X
Pour tout x € R, x # w + k7w, k €N, cos (E) # 0 et donc tan (5) existe.
On peut donc écrire que

. (X X X X X X 2 (X
sinx = Zsm(—) cos(—) = 2tan(—) X COS (—) X COS (—) = 2tan(—) Ccos (—)
2 2 2 2 2

2 2
OrpourtoutxeR,x¢n+kn, keN,
X X
cosz(§)+sin2(§) 1
1 + tan? (—) = X = e
2 cos? (—) cos? (—)
2 2
donc
)=
cos”|=|= ——=
X
1+ tan? (—)
2
X
2tan(—) X
On obtient donc sinx = —————— et en posant ¢ = tan (—) on obtient
1+ tan? (—) 2
2
. 2t
sinx =

1+1¢2
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QUESTION 2:

Pourtoutxele, x#n+km, keN,
x X

cos (5) #0 et donc tan (5) existe.

On peut donc écrire que

X X
COs X = cos’ (—) —sin® (—) = cos’ (—) 1-
2 2 2

OrpourtouthIR,x;éJr+kn,k(—:l\l,

X
cos? (—) +sin? (f)
2 2

1
L+ tan’ (E) ) cos? (f) ) cos? (f)
2 2
donc . )
2(Z -
o ( ) 1+ tan? (g)
_tan? (%
On obtient donc cosx = lta—n(x) et en posant ¢ = tan (f) on obtient
1 + tan? (E) 2
) 1-12
sinx = — 2
QUESTION 3:

Premieére méthode :
Si on connait les deux formules précédentes, on peut écrire :
Pourtoutxc—:lR, x#m+km keN,

2t
sinx 2 2t
tanx = L. . il
cosx 1—-¢t> 1-¢12
1+1¢2
et donc
2t
tanx = ——
1-¢2

Deuxiéme méthode :
On utilise les formules des questions de cours et donc
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PourtoutxelR,x;én+kn,kel\l,

tan(2)+tan(2)

1~ tan(Z)tan(2)

X X
tanx = tan(— + —) =
2 2

X .
et en posant ¢ = tan (5) on obtient

2t

tanx = ——¢
1-1¢2

Correction des exercices :
EXERCICE 1 (PartieI: question 1) :

On travaille ici pour x € R.
On va utiliser les formules, pour tous @, b€ R :

. (a+b) . (a-Db
cosa—cosbz—Zsm( 5 )sm( )

2

et
sin(2a) = 2sinacosa

. C(x+2x) . (x—2x . (3 3
cosx—cos(Zx):sm(3x)©—251n( 2 )sm( 5 ):2s1n(§x)cos(5x)

3 1 . (3 3
@—Zsm( )sm(——x) 231n(—x) cos(—x)
2 2 2

3 3
@231n( )sm( )Zsm(ix cos(Ex):O

|
w33 o)
sin[3e)=o0u sin[ L) =eon[ 2

. 7 1 3
= s1n( ) =sin(0) ou cos( —x) = COoS (—x)
2 2 2

On adonc

3
>5x50[n]©x50
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7 1 3 T
> ———x=—-x[2n] o x=— [n]
2 2 2 4
7 1 3 T
> ———x=—--x[2n] & x=—— [27]
2 2 2 2
Conclusion :

2
s= {—£+2kn;—kn;z+kn avec kEZ}
2 3 4

EXERCICE 1 (Partie I Question 2) :

On travaille ici pour x e R
On va utiliser les formules, pour tous a, b € R

a+b a-b
cosa+cosb=2cos 5 cos 5

et
sin(2a) = 2sinacosa

2 2

x|cos|——=x|+2sin|—-x|cos|=x|=0
2 2 2
3

. X+2x X—2x . (3 3
cosx+cos(2x) +sin(3x) =0 < 2cos Ccos > +2sin Ex cos|{=x|=0
< 2c0Ss

< 2C0S

[z4)=-snlz]
=0oucos|-x|=-sin|-x
2 2

[39) =l owin(G -] =sn[
& cosf-x :cos(—) ousinf———x|=sin{--x
2 2 2 2

2

On adonc
3 T T [2
>—x=—[rlex=- |7
2 2 313
7 1 3 T
> ———X=——x[2n] © x=—— [27]
2 2 2 2
7 1 3 T
> ———Xx=n+-x[2n] o x=-— (7]
2 2 2 4
Conclusion :

2
s:{z+—kn;—z+2kn;—z+knaveckez}
3 3 2 4
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EXERCICE 1 (Partie I Question 3) :
b4
On travaille ici pour x € R tel que tan x existe donc pour x # 5 [r].
3tanx =2cosx < 3sinx = 2cos’ x

< 3sinx=2(1 —sin? X)

& 2sin®x+3sinx—-2=0
On pose X = sinx et on obtient I'équation du second degré :
2X*+3X-2=0
A =32 -4(2)(-2) = 25 =5 donc il y a deux racines réelles distinctes :
1
X=—etX=-2
2
[l reste a résoudre :
. 1 = . T 57
»sinx=—-= sm(—) ce qui donne x = — [271] ou x = — [27]
2 6 6 6
» sinx = —-2. Il n'y a pas de solution puisque sinx € [-1;1].

Conclusion : 5
s= {%+2kn;§+2kn avec keZ}

EXERCICE 1 (Partie Il : Question 1) :
Pour tout x € R,
3 1
V3cosx—sinx =2 (% COSX — 5 sinx)
/4 AN
=2 (cos (E) COoS X —sin (E) smx)

T
=2COS(— +x)
6



