Oral ESCP - Europe n° 1
*

A. Le sujet

A.1. Exercice avec préparation

Dans tout le probléme, N désigne un entier naturel non nul.

Soit (U, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et suivant toutes
la loi uniforme sur [1, NJ.

On note T,, et Z,, les deux variables aléatoires définies, pour tout entier naturel
n supérieur ou égal a 1, par :

Tnzsup(Ul,UQ,...,Un) et Zn:il’lf(UhUg,...,Un).

On pose S, =T, + Z,, — 1. On pose enfin, pour tout entier naturel n non nul :

1. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans [1, N]. Etablir la relation sui-
vante :
EY) = P(Y > k).
k=0

Dans la suite de ’exercice, on cherche a estimer le parameétre N .
a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant a [1, N], P(T, < k).
) En déduire la loi de T;,.
c¢) Calculer E(T;,) en fonction de N et de a, (V).

) Calculer, pour tout entier naturel k& appartenant a [0, N — 1], la proba-
bilité P(Z,, > k).
En déduire E(Z,,) en fonction de a,(N).
T, + a,(N) est-il un estimateur sans biais de N ?
Montrer que T}, est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.

Montrer que S,, est un estimateur sans biais de V.
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A.2. Exercice sans préparation

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient f et g deux endomorphismes
de E tels que fog = go f. On note S (resp. T') la matrice de f (resp. g) dans une
base orthonormale B de E. On suppose que S est symétrique et T antisymétrique.

Montrer que :

Ve e B, [|(f —g)@)[] = [[(f + 9)(@)I].

B. Indications et méthodes de résolution

B.1. Exercice avec préparation

1. Pour tout k € [1, N], exprimer P(Y = k) en fonction de P(Y > k — 1) et
P(Y > k).
2. (a) Remarquer que [T}, < k] se réalise si et seulement si, pour tout ¢ € [1, n],
[U; < k] se réalise puis utiliser I'indépendance des variables aléatoires
U,...,Up.

3. (a) Remarquer que [Z,, > k] se réalise si et seulement si, pour tout ¢ € [[1,n],
[U; > k] se réalise puis utiliser I'indépendance des variables aléatoires
Uy,...,U,.

B.2. Exercice sans préparation
Exprimer ||(f — g)(x)|[* — ||(f +9)(x)||* en fonction de (f(x), g(x)) puis de

S et T et utiliser le fait que S soit une matrice symétrique et 7' une matrice
antisymétrique pour établir que ce produit scalaire est nul.

C. Analyse et correction du sujet

C.1. Exercice avec préparation

1. Comme Y prend un nombre fini de valeurs, elle admet une espérance et on
a:

N
E(Y) =Y kP(Y =k)
k=1

soit encore, comme Y prend ses valeurs dans N :

N
E(Y) =Y Ek[PY >k-1)-P(Y > k)

k;l N

=Y EPY >k—1)=> kPY >k)
fV:jl k:1N

=3 (k+1)PY >k) = > kP >k)
k=0 k=1
N-1

(k+1-KPY >k)— NPY >N)+0xPY >0)

>
Il
o
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et donc, comme P(Y > N) =0 (car Y prend ses valeurs dans [[1, NJ) :

N-1
EY)=Y P(Y > k)
k=0

Alerte, résultat classique !

Bien retenir ce résultat, ainsi que sa preuve. On pourra également
retenir que l’on peut établir, si X est une variable aléatoire a va-
leurs dans N, que X admet une espérance si et seulement si la série

Z]P’(X > n) converge et que, dans ce cas :

E(X) = io P(X > n).

Rappel de cours
Si X est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans 7, alors :

VEEZ P(X=k) =P(X <k)—P(X <k-—1)
=P(X >k—1)—P(X > k).

2.(a) On a:
Vk e [1,N], [T, < k] = ﬁ[Ul < K]
donc, comme Uy, ..., U, sont indépendant;?:
Vk e [1,N], P(T, < k) = ﬁ]P’(Ui < k)
i=1
et comme Uy, ..., U, suivent toutes la loi uniforme sur [1, N] :

Wk € [1,N], B(T, < k) = (;)n
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Rappel de cours
Si (Xi)1<ign est une famille de variables aléatoires définies sur

un méme espace probabilisé (2, A,P), alors :
e S, = sup(Xy,...,X,) est la variable aléatoire définie
par :

Yw € Q, Sy (w) = max(X;(w), ..., X,(w)),

o [, =inf(Xy,...,X,) est la variable aléatoire définie par :

Yw € Q, Ip(w) = min(X;(w),...,Xp(w)).
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Méthode
Plus généralement, retenir que, si X1,..., X, sont des variables

aléatoires indépendantes et de méme loi, on a toujours, en notant
Sp =sup(Xy,...,X,) -

Ve e R, P(S, g;@:P(

(b) Comme Uy,...,U, prennent leurs valeurs dans [1, N], T;, prend ses
valeurs dans [1, N] (donc en particulier dans N) et on a :

Vk € [1,N], P(T, = k) =P(T, < k) — P(T, <k —1)

et donc, d’aprés le résultat de la question précédente et en remarquant

O n
< = = —_— N
que P(T,, <0) =0 ( )

T,, prend ses valeurs dans [1, N] et sa loi est caractérisée par :
EN"  (k-1\"
Vk e [L,N], P, =k)=|—=]) — | —— ) -
cnnl wn=n= () - ()

(¢) Comme T,, prend ses valeurs dans [1, N], le résultat de la question 1
s’applique et :

N-1
E(T,) = P(T,, > k)
k=0
N—-1
— S 1 - BT, < k)]
k=0
et donc :
3.(a) On a
Vk € [0,N —1], [Z, > k| = (Ui > K]
i=1
donc, comme Uy, ..., U, sont indépendantes :

Vk e [o,N —1], P(Z, > k) :ﬁIP(Ui > k)

i=1
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et comme Uy, ..., U, suivent toutes la loi uniforme sur [1, N] :

Yk e [0,N —1], P(Z, > k) = (1-}@)71

Méthode

Plus généralement, retenir que, si X1,...,X, sont des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi, on a toujours, en notant
I, =inf(Xy,...,X,) :

Vr e R, P(I, > ) :P<ﬁ[Xk > x])
k=1

= [P(Xl > JI)]” .

(b) Comme Uy,...,U, prennent leurs valeurs dans [1, N], Z,, prend ses
valeurs dans [1, N], le résultat de la question 1 s’applique et :

et donc :

4. (a) Comme T}, + a,(N) dépend de N, ce n’est pas un estimateur de N,
donc :

Non

Alerte, erreur fréquente !

Quand l’énoncé demande de justifier qu’une variable aléatoire
T, est un estimateur sans biais d’un paramétre réel 0, trop de
candidat se contentent de justifier que T, admet une espérance
et que celle-ci est égale a 0 : il ne faut pas oublier de justifier
également que T, est un estimateur de 0.
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Rappel de cours
Soient 0 un paramétre réel inconnu appartenant a un ensemble
O et g une application de © dans R.
Un estimateur de g(6) est une variable aléatoire qui peut s’écrire
sous la forme T, = ¢(Xi,...,X,) ot Xi,...,X, sont des
variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P), indépendantes, de méme loi qu’une variable aléatoire
X dont la loi dépend de 0 et ¢ est une application de (X (2))"
dans R indépendante de 6.
Si (Tr)nen+ est une suite d’estimateurs de g(6), on dit que :
o T, est un estimateur sans biais de g(0) si T,, admet une
espérance, égale ) g(0),
o la suite (Ty)nen+ est une suite d’estimateurs asymptoti-
quement sans biais de g(0) si T,, admet une espérance
pour tout n € N* et si : Er}rl E(T,) = g(9),
n o0

o la suite (T, )nen+ est une suite convergentes d’estimateurs
de g(0) si : T, LN g(60).

(b) On peut remarquer que T, = o(Uy,...,U,) ou

w:(x1,. . xn) = sup(xy, ..., Zp)

est une fonction définie sur R™ et indépendante de N donc, comme
(U1, ...,U,) est un n-échantillon i.i.d. dont la loi dépend de N, T,, est
un estimateur de N.

De plus, on a vu que T,, admet une espérance et que :
() =N - ) (%)

et donc, comme la somme est finie et comme chacun de ses termes tend
vers 0 lorsque n tend vers +oo (ce sont des termes généraux de suites

k
géométriques dont la raison i appartient a [0, 1[) :

lim E(T,) = N,

n—-+oo

ce qui nous permet de conclure :

(Th)nen+ est une suite d’estimateurs asymptotiquement
sans biais de N.

Ona: S, =v¢U,...,U,) ou
Y (z1,...,2,) = sup(zy, ..., z,) +inf(zg, ..., 2,) — 1

est une fonction définie sur R™ et indépendante de N donc, comme
(U1, ...,U,) est un n-échantillon i.i.d. dont la loi dépend de N, S,, est
un estimateur de N.
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De plus, on a vu que T}, et Z,, admettent une espérance, donc S,, admet
une espérance et, par linéarité de ’espérance, on a :

E(Sn) = E(Tn) + E(Zn) -1=N,

ce qui nous permet de conclure :

‘ S,, est un estimateur sans biais de NV

C.2. Exercice sans préparation

o Soit € E. On peut déja remarquer que :

1(f = 9)@)|I* = [1£(z) = g()]I”
= If@)I* = 2(f(2), g(2)) + |lg()||*
= [If(x) + g(@)|]* = 4(f(2), g())
= 1(f + 9)@)I* = 4(f (). g(x)) .

et donc :

1(F = 9@)II° = [I(f + 9)(@)|[* = —4(f(2),9(x)).

& On note alors X la colonne des coordonnées de x dans la base B. Alors SX
et TX sont les colonnes des coordonnées respectives de f(z) et g(z) dans
la base B et comme celle-ci est orthonormale :

(f(x), g(x)) ="(SX)(TX)
='X!'STX
et donc, comme 'S = S :
(f(2), g(x)) ="(SX)(TX)
=tXSTX.

De plus, comme f et g commutent et comme S et T sont les matrices
associées & f et g dans une méme base, S et T' commutent, donc :

(f(x),9(x)) ="'XTSX
=1(*TX)(SX)

et comme T = —T :

(f(2),9(x)) = —1(TX) (SX)
= —(9(2), f(2)),

et donc, par symétrie du produit scalaire :
(f(z),9(x)) =0,

ce qui nous permet de conclure :

Vo€ B, |(f —9)@)|° = I(f + 9)(@)I]?
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Rappel de cours
Soient E un espace euclidien et B une base orthonormale de E et f un
endomorphisme de E, x et y deux vecteurs de E. Si on note A la matrice

représentative de f dans la base B, X et Y les colonnes des coordonnées
respectives de x et y dans B, alors on a :

(r,y) ='XY =YX et (f(x),y)=(AX)Y ='YAX.

Alerte, résultat classique !
On aurait aussi pu utiliser le fait que, si E est un espace euclidien, alors :

2 2 2 2 2
o € 2, fag) = Nl =l =l _ o+l = bl = il




