Chapitre 1

Raisonnement et vocabulaire
ensemblistes

1.1 Rudiments de logique

Définition 1.1 (Assertion) Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse,
pas en méme temps vraie et fausse.

Si P est une assertion et () est une autre assertion, on définit de nouvelles

assertions construites a partir de P et de Q.

e [’assertion « P et () »est vraie si et seulement si P est vraie et () est vraie.

e [’assertion « P ou () »est vraie si et seulement si 'une des deux assertions P ou
() est vraie.

e L’assertion « non P »est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.

e L’assertion Vx € £ P(x) est vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous
les éléments = de 'ensemble E, se lit « Pour tout x appartenant & E, P(x) »,
sous-entendu « Pour tout x appartenant ¢ E, P(z) est vraie ».

e L’assertion 3z € E P(z) est vraie lorsqu’on peut trouver au moins un x de E
pour lequel P(x) est vraie, se lit « Il existe x appartenant o E tel que P(z) (soit
vraie) ».

Les négations des quantificateurs correspondantes sont

e La négation de « Vx € E P(x) »est « 3z € E non P(x) ».

e La négation de « 3z € E P(x) »est « Vo € E non P(x) ».

e L’assertion « (non P) ou @ »est notée « P = Q) ».

Remarques 1.1 1. L’ordre des quantificateurs est trés important. Par exemple
les deux phrases logiques

VeeR JyeR(z+y>0) et JyeRVzeR (z+y>0)

sont différentes. La premiére est vraie, la seconde est fausse.

2. Quand on écrit « 3x € R (f(x) = 0) ». Cela signifie seulement qu’il existe
un réel x pour lequel f s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Dans un
premier temps on peut lire la phrase ainsi: « Il existe au moins un réel x tel
que f(x) =0».
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Implication

L’assertion « P = () »se lit en francais « P implique Q) ».

Equivalence

L’équivalence est définie par: « P < @ ». C’est 'assertion « (P = Q) et (Q = P) ».
On dit: « P est équivalent a ) »ou « P équivaut a () »ou encore « P si et seulement

st Q) ».

Cette assertion est vraie lorsque P et () sont vraies ou lorsque P et () sont fausses.

Propositions 1.1 Soient P,QQ,R trois assertions. On a les équivalences suivantes :
1. P & non(non(P))

(PetQ) < (QetP)

(P ouQ) < (Q ouP)

non(P et Q) < (non P) ou (non Q)
non(P ou Q)) < (non P) et (non Q)

(P et (QouR)< (PetQ)ou(PetR)
Pou(QetR)< (PouQ)et (P ouR)
« P = Q »< «non(Q) = non(P) »

o XS G oo

Modes de raisonnement

Direct Pour montrer que 'assertion « P = () »est vraie. On suppose que P est vraie
et on montre qu’alors () est vraie.

Contraposé Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence des assertions :
« P = @ vet «non(Q) = non(P) ».

Par P’absurde Pour montrer « P = @) »: on suppose a la fois que P est vraie et que
Q) est fausse et on cherche une contradiction.

Récurrence Pour démontrer une assertion P(n), pour tout n appartenant a N par
récurrence en trois étapes: on prouve d’abord P(0), puis pour n > 0 on suppose
P(n) vraie, et on montre alors que I'assertion P(n + 1) est vraie.

Par analyse-synthése Le raisonnement se fait en deux étapes:

Phase d’analyse : on suppose le probléme résolu et on en déduit des conditions
nécessaires.

— Phase de synthése: on montre que les conditions obtenues sont suffisantes.

1.2 Ensembles

Définition 1.2 (Ensemble) On appelle ensemble une collection d’éléments. Un ensemble
particulier est l’ensemble vide, noté (), ne contenant aucun élément.

Soit F un ensemble. L’écriture : x € F, signifie que = est un élément de E. On dit
que x appartient & E. Lorsque x n’appartient pas a E, on écrit = ¢ E.

Considérons deux ensembles E et F. L’écriture: E C F| signifie que E est une
partie de F' ou E est un sous ensemble de F. On dit que E est inclus dans F.

On a E = F si et seulement si £ C F et FF C E.
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L’ensemble des parties de E est noté P(E). Par exemple si £ = {1,2} alors
P(1,2) = {0.{1}{2}.{1.2}}.

ENF, désigne 'ensemble formé par les éléments qui sont a la fois dans F et dans
F.Ainsi, ENF={x|x € FetaxeF}. ENF selit « E inter F ».

E U F, désigne I'ensemble formé par les éléments qui sont soit dans FE, soit dans
F. Ainsi, EUF ={z |z € Foux € F}. EUF selit « £ union F ».

On suppose que A C B. L’écriture: B\ A, désigne 'ensemble formé par les
éléments qui appartiennent a B sans appartenir 4 A.

Dans le casoit AC Bona: E\A={r € E|x¢ A} =4, noté aussi A. (4 se
lit « complémentaire de A dans E ».

Définition 1.3 (Produit cartésien) Soient E et F deuz ensembles. Le produit
cartésien, noté E x F, est l’ensemble des couples (x,y) ou v € E et y € F.

Exemple 1.1 R?=R x R = {(z,y)| z,y € R}.

1.3 Applications et relations

Définition 1.4 (Application) Une application (ou une fonction) f: E — F, est la
donnée pour chaque élément x € E d’un unique élément de F noté f(x).

Par exemple, 'application: x — z, de E dans lui méme, est appelée application
identique et est notée par: idgp ou 1lg. On note F(E,F) ou F¥ I'ensemble des
applications de E dans F.

Définition 1.5 Soient f: E — F une application de E dans F,a € E etb= f (a) €
F. L’élément b est appelé image de a par [ et a est l'antécédant de b. E est appelé
ensemble de départ de f et F est l’ensemble d’arrivée de f.

Théoréme 1.1 Deuz applications f,g: E — F sont égales si et seulement si f(x) =
g(x) pour tout x € E.

Le graphe de f: B — Fest I'y = {(z,f(z) € EX F | x € E}.

Définition 1.6 (Famille d’éléments d’un ensemble) Soient E et I deuz ensembles.
On appelle famille d’éléments de E indexée par I, toute application de I dans E.
L’ensemble I s’appelle ensemble des indices. Si x: i — (i) est une famille, on note

x; l'image de i par x et (x;);e; cette famille.

Si I est une partie de N, alors la famille est une suite.
Si I est un ensemble fini, alors la famille est dite finie.
Si E est remplacé par P(E), alors (x;);c; est appelée une famille de parties de F.

Définition 1.7 (Indicatrice) La fonction indicatrice d’un sous-ensemble A de l’ensemble
E notée N4 est la fonction définie sur A qui vaut 1 sur A et 0 a l'extérieur de A :

1 si x€A
nA('T)_{ 0 si veB\A
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Définition 1.8 (Restriction et Prolongement) Soient E et F' deuz ensembles,
E1 un sous-ensemble de F, f: E — F et fi: Ey — F. On suppose que pour tout
élément x de Ey, on a f(x) = fi(x). Alors, on dit que fi est la restriction de f a Ey
et que f est un prolongement de f1 a E. On note f1 = f |g, -

Définition 1.9 (Image directe/réciproque) Soient E et F' deux ensembles f: E —
F, AC E et B C F. L’image directe par [ de A, noté f (A), est

fA)={yeF|eecA:y=f(o);={f(x)|zecA}

L’image réciproque par f de B, notée f~' (B), est
[ (B)={xeE|f(x) € B}.

Définition 1.10 (Composition d’applications) Soient f: E — F, et g: FF — G
deux applications. On désigne par: g o f, Uapplication de E dans G définie par:
(go f)(z) =g(f (x)), pour tout x € E.

Soient E et F' deux ensembles et f: E — F.

1. On dit que f est injective si, pour tous z,2’ € E,ona: x # 2’ — f(x) # f (o),
ce qui est équivalent a: f (z) = f (2/) —» = = 2.

2. On dit que f est surjective si, pour tout y € F il existe z € E tel que: y = f (z).

3. On dit que f est bijective, s’il existe une application g: F' — FE telle que:
gof=1idget fog=idp.
Lorsque f est bijective, application ¢ est notée par f~! et est appelée réciproque
(ou inverse) de f.

Théoréme 1.2 (Caractérisation de la bijection) On dit que f est bijective si et
seulement si, [ est a la fois injective et surjective, ou si et seulement si, pour tout
y € F, il existe un élément et un seul x € E tel que: y = f(x).

Théoréme 1.3 Soient f: E — F et g: F' — G des applications bijectives. L’application
go f est bijective et sa bijection réciproque est (go f) ™' =g to f7L

Définition 1.11 (Relation binaire) Une relation binaire sur un ensemble E, est
la donnée pour tout couple (x,y) € E x E de « Vrai »(s’ils sont en relation), ou de
« Faux »sinon.

Définition 1.12 (Relation d’équivalence) Soit R une relation binaire entre éléments
de E. R est dite une relation d’équivalence si elle possede les propriétés suivantes :

i) R est réflexive : pour tout élément x de E on a: xRx.
ii) R est symétrique : vRy entraine yRx.
iii) R est transitive : pour tous x, y et z éléments de E si 2Ry et yRz alors xR z.

Définition 1.13 (Partition d’un ensemble) Une partition de E est un ensemble
de parties non vides de E, disjointes deur a deuz, dont la réunion est E.
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Définition 1.14 (Classe d’équivalence) Soit R une relation d’équivalence sur un
ensemble E. Soit v € E, la classe d’équivalence de = est

c(z)={y € E | yRa}.

cl(z) est donc un sous-ensemble de | on le note aussi z. Si y € cl(x), on dit que y
est un représentant de cl(x).

Théoréme 1.4 (Propriétés des classes d’équivalence) Soit E un ensemble et
R une relation d’équivalence. On a les propriétés suivantes :

i) cl(z) = c(y) & zRy.
i) Pour tout x,y € E, cl(x) = cl(y) ou cl(z) Ncl(y) = 0.

iii) Soit C' un ensemble de représentants de toutes les classes alors {cl(z) | x € C}
constitue une partition de E.

Définition 1.15 (Congruence) e La relation dans R définie, quels que soient x et
x' de R, par:
ke€Z tel quex —2' = k2w

est une relation d’équivalence appelée congruence modulo 27 dans R. On écrit :
r = [27].

o Soient n € N et a,b € Z. On dit que a est congru a b modulo n sin | (b — a), i.e.
s’il existe k € Z tel que b = a+ kn ; cette relation entre a et b se note a = b [n].

Définition 1.16 (Relation d’ordre) Une relation binaire R est une relation d’ordre
dans un ensemble E, si elle est réflexive, antisymétrique (c’est a dire si xRy et yRx
alors x = y) et transitive.

Définition 1.17 (Ordre total, ordre partiel) Soit R une relation d’ordre sur E.
On dit que R définit un ordre total sur E lorsque deuz éléments de E sont toujours
comparables pour R, c’est-a-dire :

Ve € E,\Vy € E, (2Ry ouyRx).

Dans le cas contraire, on parle d’ordre partiel.

1.4 Exercices résolus

Exercice 1.1 Soient les quatre assertions suivantes :
a) IreR YyeR xz+y>0;

b)VeeR dyeR z4+y>0;

¢)VeeR VYyeR z4+y>0;

d) IreR YyeR y*>uz.

Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ? Donner leur négation.
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Solution.

a) L’assertion est fausse, car sa négation qui est Vr € R 3y € R x4y < 0 est vraie.
Etant donné z € R, il existe toujours un y € R tel que = +y < 0, par exemple on
peut prendre y = —(z + 1) et alors e +y=oc—2—1=—-1<0.

b) L’assertion est vraie, pour un z donné, on peut prendre (par exemple) y = —x+1
et alors z +y = 1 > 0. La négation de (b) est Ix e RVy e R z+y <0.

c) Vt e RVy € R x4y > 0 est fausse, par exemple z = —1, y = 0. La négation
est reRJyeRao+y <0.

d) L’assertion est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est: Vx € R Jy €
R y?<uz.

Exercice 1.2 FEcrire la négation des assertions suivantes ou P,Q,R,S sont des propo-
sit1ons.

a) P=Q,

b) P et non Q,

¢) Pet(QetR),

d) P ou (Q et R),

e) (Pet@)= (R=209).

Solution.

a) P et non Q;

b) «non P ou @ »ce qui est la méme chose que « P = Q) »;

¢) (non P) ou ((non @) ou (non R));

d) non P et (non @ ou R) (ici les parenthéses sont importantes) ;
) Pet @ et Retnon S.

e

Exercice 1.3 Montrer que si a,b € Q alors a + b € Q.

Solution. On prend a € Q, b € Q. On rappelle que Q est I’ensemble des réels
s’écrivant 150 avec p € Z et ¢ € N*. Alors a = 15” pour un certain p € Z et un certain

q € N*. Demémeb:%avecp'GZetq’GN*. Onaa—l—bzg—i—%:%. Or le
numérateur pg’ +¢p’ est bien un élément de Z; le dénominateur ¢¢’ est lui un élément
de N*. Donc a + b s’écrit bien de la forme a + b = ’;—:: avec p” € Z, ¢" € N*. Ainsi
a+beQ.

Exercice 1.4 Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

Solution. Par I’absurde, on suppose que n n’est pas pair. On veut montrer que n?
n’est pas pair. Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe &k € N tel que
n =2k+1. Alors n? = (2k+1)* = 4k* +4k+1 = 2]+ 1 avec | = 2k*+2k € N, et donc
n? est impair. On a montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition
ceci est équivalent a: si n? est pair alors n est pair.

Exercice 1.5 Soient a,b > 0. Montrer que si 155 = I—FLa alors a = b.
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Solution. On raisonne par 'absurde en supposant que 1% = Fba et a # b. Comme

1% = 1% alors a(1 4 a) = b(1 +b) donc a + a*> = b+ b* d’ott a® — b* = b — a. Cela

conduit a (a —b)(a+b) = —(a—b). Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant

par a — b on obtient a + b = —1. La somme de deux nombres positifs ne peut étre
négative. Nous obtenons une contradiction. Conclusion: si 153 = Fba alors a = 0.

Exercice 1.6 Montrer que pour tout n € N, 2" > n.

Solution. Pour n > 0, on note P(n) l'assertion suivante: 2" > n.
On va démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0.

Initialisation. Pour n =0 on a 2° =1 > 0. Donc P(0) est vraie.

Hérédité. On fixe n > 0. On suppose que P(n) est vraie. On montre que P(n + 1)
est vraie.

2n+1 — 9n + on
>n+2" car par P(n)on sait que 2" > n,
>n+1 car2"™ > 1.

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, ¢’est-a-
dire 2" > n pour tout n > 0.

Exercice 1.7 Montrer que v/2 ¢ Q.

Solution. Si I'on a v/2 = 2 avec (p,q) € N* x N* premiers entre eux, alors 2¢% = p?;

et donc p est pair. Par suite: 3k € N tel que p = 2k. D’ou ¢* = 2k?, alors ¢ est pair.
Ceci contredit le fait que p et g sont premiers entre eux.

Exercice 1.8 On dispose de neuf billes visuellement identiques, huit d’entre elles ont
la méme masse mais la neuvieme est plus lourde. Comment, en deux pesées sur une
balance a deux plateauz, peut-on démasquer 'intruse ¢

Solution. On compare deux paquets de trois billes.

— Si I'un est plus lourd que l'autre, c¢’est qu’il contient 'intrus.
— Sinon, l'intrus est parmi les trois billes restantes.

Ainsi, on sait dans quel paquet de trois billes se trouve l'intruse. Dans ce probléme,
on compare deux billes.

— Si 'une est plus lourde que 'autre, c’est 'intruse.

— Sinon, l'intruse est la troisiéme.

Exercice 1.9 On dispose de neuf billes visuellement identiques, elles ont toutes la
méme masse sauf une.
Comment, a l’aide d’une balance a deux plateauzx, démasquer l'intruse en trois pesées ¢
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Solution. On note 1,2,3,4,5,6,7,8,9 nos billes.

On commence par comparer 2 lots constitués de 1,2,3 et de 4,5,6. Si ceux-ci ont méme
masse alors I'intruse est parmi 7,8,9 et 'on peut utiliser la bille 1 comme bille témoin.
On compare alors les billes 1 et 7 puis les billes 1 et 8 pour démasquer I'intruse. Si en
revanche les deux premiers lots n’ont pas méme masse, 'intruse se trouve parmi I’'un
deux. La bille 9 servira alors de bille témoin. Pour fixer les idées (et sans perte de
généralités), on suppose que le premier lot est plus lourd que le second. On compare
les billes 1 et 4 avec les billes 2 et 5.

Si celles-ci ont méme masse commune, l'intruse se trouve dans les deux autres
billes 3 et 6. Une comparaison de 3 avec 9 permet alors de savoir qui est l'intrus
de 3 ou de 6. Si celles-ci n'ont pas méme masse commune, pour fixer les idées (et
sans perte de généralités), on suppose que 1 et 4 soient plus lourdes que 2 et 5. Si
I'intruse est plus lourde que ses congénéres alors cela ne peut ni étre 4 ni étre 2 a cause
respectivement des premiére et deuxiéme pesées. Si I'intruse est plus légere que ses
congéneéres alors cela ne peut ni étre 2 ni étre 4 a cause respectivement des premiére
et deuxiéme pesées. Dans tous les cas l'intrus est soit 1, soit 5. Une comparaison de
la bille 1 avec la bille 9 permet alors de démasquer cette intruse.

Exercice 1.10 Soient f,g deuz fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantifi-
cateurs les expressions suivantes :

a) f est majorée;

b) [ est bornée;

c) [ est paire;

d) f est impaire;

e) [ ne s’annule jamais ;

f) [ est périodique ;

g) f est croissante;

h) f est strictement décroissante ;
i) f n’est pas la fonction nulle;

i) f n'a jamais les mémes valeurs en deuz points distincts ;
k) f atteint toutes les valeurs de N;
l) f estinférieure a g;

m) f n'est pas inférieure a g.

Solution.
a) M e RVz eR f(z) < M;

V(zy) €ER? (z <y = f(z) < f(y));
V(zy) €R? (z <y = f(z) > f(y));
dr e R f(z) #0;

=]

b) IMeRImeR Ve eRm < f(z) < M;
¢) Ve €R f(x) = f(—x);
d) Vz € R f(z) = —f(—2);
e) Ve € R f(x) #0;
f) JaeR* Ve eR f(z+a) = f(z);
)
)
)

i



