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��������� �	� 
��������� ��� �������	� ��� 
�� ������ �	�� ����� �	�� ��
����
��� �� ���� ����� ���� �� ��
����

�� P ��� ��� ����	��
� �� Q ��� ��� ���	� ����	��
�� 
� ����� �� �
�������
����	��
�� �
���	����� � ��	��	 �� P �� �� Q.

• ������	��
� � P �� Q ���� �	��� �� �� ��������� �� P ��� �	��� �� Q ��� �	����

• ������	��
� � P 
� Q ���� �	��� �� �� ��������� �� ����� ��� ���� ����	��
�� P 
�
Q ��� �	����

• ������	��
� � �
� P ���� �	��� �� P ��� ������� �� ������ �� P ��� �	����

• ������	��
� ∀x ∈ E P (x) ��� �	��� �
	���� ��� ����	��
�� P (x) �
�� �	���� �
�	 �
��
��� ������ x �� ���������� �� �� ��� � �	
� �	
� x ����������� � E, P (x) ��
�
���������� � �	
� �	
� x ����������� � E, P (x) ��� ���� ��

• ������	��
� ∃x ∈ E P (x) ��� �	��� �
	����
� ���� �	
���	 �� �
��� �� x �� E
�
�	 ������ P (x) ��� �	���� �� ��� � �� ������ x ����������� � E ��� �
� P (x) ��	��
����� ��

��� � ���
�� ��� ������������	� �
		���
������� �
��

• �� � ���
� �� � ∀x ∈ E P (x) ���� � ∃x ∈ E �
� P (x) ��

• �� � ���
� �� � ∃x ∈ E P (x) ���� � ∀x ∈ E �
� P (x) ��

• ������	��
� � !�
� P " 
� Q ���� �
�� � P ⇒ Q ��

������� �	� #� ��
	�	� ��� ������������	� ��� �	$� ���
	����� %�	 �������
��� ���� �&	���� �
 �����

∀x ∈ R ∃y ∈ R (x+ y > 0) �� ∃y ∈ R ∀x ∈ R (x+ y > 0)

�
�� ��'	������ �� �	���$	� ��� �	���� �� ���
��� ��� �������

(� )���� 
� �	�� � ∃x ∈ R (f(x) = 0) �� *��� �� ���� ��������� ����� ������
�� 	�� x �
�	 ������ f ��������� +��� �� ��� ��� �� x ��� ������� ,��� ��
�	����	 ����� 
� ���� ��	� �� �&	��� ����� - � �� ������ �
 �	��� 
� ���� x ���
�
� f(x) = 0 ��



� �������� 	

�������	�
�
���������	
 � P ⇒ Q ��� �� �
 ���
���� � P �������� Q ��

����������
���������
�� ��� ���
�� ��� � � P ⇔ Q �� ����� ��������	
 � (P ⇒ Q) �� (Q ⇒ P ) ��

�
 ��� � � P ��	 
�������	 � Q �	� � P 
������	 � Q �	� �
�	�� � P �� �	 �������	
�� Q ��

����� �������	
 ��� ����� 	����� P �� Q �	
� ������ 	� 	����� P �� Q �	
� ��������

��
�
��	�
�� ��� ����	 P,Q,R 	���� �����	���� � � ��� 
���������� �����	�� �

�� P ⇔ ����P ��

�� �P �	 Q� ⇔ �Q �	 P �

�� �P �� Q� ⇔ �Q �� P �

�� ��P �	 Q� ⇔ �� P � �� �� Q�

�� ��P �� Q� ⇔ �� P � �	 �� Q�

�� �P �	 �Q �� R� ⇔ �P �	 Q� �� �P �	 R�

�� P �� �Q �	 R� ⇔ �P �� Q� �	 �P �� R�

��  P ⇒ Q !⇔  ��Q� ⇒ ��P � !

�
��� �� ����
������	

�����	 �	�� �	
���� ��� ��������	
 � P ⇒ Q ���� ������ �
 ����	�� ��� P ��� �����

�� 	
 �	
��� ����	�� Q ��� ������

�
�	���
�� �� ����	

���
� ��� �	
����	����	
 ��� ���� ��� ��������
�� ��� �������	
� �

� P ⇒ Q ��� � 
	
(Q)⇒ 
	
(P ) ��

��� ��������� �	�� �	
���� � P ⇒ Q �� 	
 ����	�� � � �	�� ��� P ��� ����� �� ���

Q ��� ������ �� 	
 � ��� � �
� �	
��������	
�

���������� �	�� ���	
���� �
� �������	
 P (n), �	�� �	�� n �������
�
� � N ���

�������
�� �
 ��	�� ������ � 	
 ��	��� ����	�� P (0), ���� �	�� n ≥ 0 	
 ����	��
P (n) �����! �� 	
 �	
��� �	�� ��� ��������	
 P (n+ 1) ��� ������

��� �����������	 !�� �� ����	

���
� �� ���� �
 ���" ������ �

# � ��� ���
�$�� � 	
 ����	�� � ��	�%�� ���	� �� 	
 �
 ������ ��� �	
����	
�


�����������

# � ��� �� �$
� %�� � 	
 �	
��� ��� �� �	
����	
� 	���
��� �	
� ��&��
����

��� �����	
��

��"��	�
� ��� #��������$ � ������� ����"�� �� ������	�� #$
�
��	�� % ����"��
���	������� ��	 �$����"�� ��#�& �	
 ∅, � ��	��	 ���� 
�
��	�

'	�� E �
 �
������ ���������� � x ∈ E, ��(
��� ��� x ��� �
 ����
� �� E. �
 ���

��� x ��������
� � E. �	����� x 
���������
� ��� � E, 	
 ����� x /∈ E.
�	
�����	
� ���" �
������ E �� F. ���������� � E ⊂ F, ��(
��� ��� E ��� �
�

������ �� F 	� E ��� �
 �	�� �
����� �� F. �
 ��� ��� E ��� �
��� ��
� F.
�
 � E = F �� �� ������
� �� E ⊂ F �� F ⊂ E.



���������	
 �

���������� 	�� 
����� 	� E �� ��� P(E). ��� ����
�� �� E = {1,2} �����
P(1,2) = {∅,{1},{2},{1,2}}.

E ∩F � 	������ ���������� ����� 
�� ��� ������� ��� ��� � �� ���� 	��� E � 	���

F � ������ E ∩ F = {x | x ∈ E � x ∈ F} . E ∩ F �� �� � E ���� F ��

E ∪ F � 	������ ���������� ����� 
�� ��� ������� ��� ��� ��� 	��� E� ��� 	���
F � ������ E ∪ F = {x | x ∈ E �� x ∈ F}� E ∪ F �� �� � E ����� F ��

�� ��

��� ��� A ⊂ B. ��������� � B \ A, 	������ ���������� ����� 
�� ���
������� ��� �

�������� � B ���� �

������ � A.
 ��� �� ��� �! A ⊂ B �� � � E \ A = {x ∈ E | x /∈ A} = �A

E, ��� ����� Ā. �A
E ��

�� � ���
��������� 	� A 	��� E ��

��������� 	
� ������� ��������� ������ E �� F ���	 ��
����
� �� �������
�����
���� ���� E × F, �
� ���
���� ��
 �����
 (x,y) �� x ∈ E �� y ∈ F.

������� 	
	 R2 = R× R = {(x,y)|x,y ∈ R}.

��� ������	
��� �
 ���	
���

��������� 	
� ������������� ��� ���������� ��� ��� ��������� f : E → F, �
� �
������ ���� ������ ������ x ∈ E ���� ������ ������ �� F ���� f(x).

��� ����
��� ���

������� � x → x� 	� E 	��� ��� �"��� �� �

���� �

�������

�	������ � �� ���� 
�� � idE �� 1E. �� ��� F(E,F ) �� FE ���������� 	��

�

�������� 	� E 	��� F.

��������� 	
� ������ f : E → F ��� ���������� �� E ���
 F, a ∈ E �� b = f (a) ∈
F. �������� b �
� ����� ����� �� a ��� f �� a �
� ����������� �� b� E �
� �����
��
���� �� ������ �� f �� F �
� ���
���� ��������� �� f.

������� 	
	  ��	 ����������
 f,g : E → F 
��� ����
 
� �� 
������� 
� f(x) =
g(x) ���� ���� x ∈ E.

�� ���
#� 	� f : E → F �� Γf = {(x,f(x) ∈ E × F | x ∈ E}.
��������� 	
 �!������ �"�������� �"�� �����#��� ������ E �� I ���	 ��
����
�
!� ����� ����� ��������
 �� E ����	�� ��� I, ����� ���������� �� I ���
 E.
����
���� I 
������ ��
���� ��
 ������
� �� x : i −→ x(i) �
� ��� ������ �� ����
xi ������ �� i ��� x �� (xi)i∈I ����� ������

$� I �� ��� 
���� 	� N, ����� �� ������� �� ��� �����
$� I �� �� �������� %��� ����� �� ������� �� 	�� %����
$� E �� ���
���� 
�� P(E), ����� (xi)i∈I �� �

���� ��� ������� 	� 
����� 	� E.

��������� 	
$ �%���������� �� �������� ����������� ���� 
��
"��
���� A �� ���
����
E ����� 11A �
� � �������� ��#��� 
�� A ��� ���� 1 
�� A �� 0 $ ��	������� �� A %

11A(x) =

{
1 
� x ∈ A
0 
� x ∈ E \ A.



� �������� 	

��������� 	
� ����������� �� ������������� ������ E �� F ���	 ��
����
�
E1 �� 
��
���
���� �� E, f : E → F �� f1 : E1 → F. �� 
����
� ��� ���� ����
������ x �� E1, �� � f(x) = f1(x). ���
� �� ��� ��� f1 �
� � ��
�������� �� f � E1

�� ��� f �
� �� ����������� �� f1 � E. �� ���� f1 = f |E1 .

��������� 	
� ������ ������������������� ������ E �� F ���	 ��
����
 f : E →
F, A ⊂ E �� B ⊂ F. ������� ������� ��� f �� A, ���� f (A) , �
�

f (A) = {y ∈ F | ∃x ∈ A : y = f (x)} = {f (x) | x ∈ A}

������� ���������� ��� f �� B, ����� f−1 (B) , �
�

f−1 (B) = {x ∈ E | f (x) ∈ B} .

��������� 	
	� � ���������� �!������������� ������ f : E → F, �� g : F → G
���	 ����������
� �� ��
���� ��� � g ◦ f � ����������� �� E ���
 G ������ ��� �
(g ◦ f) (x) = g (f (x)) , ���� ���� x ∈ E�

������ E �� F ���	 ��
����
 �� f : E → F.

�� �� ��� ��� f �
� ������� � 
�� ���� ���
 x,x′ ∈ E, �� � � x �= x′ → f (x) �= f (x′)�
�� ��� �
� ��������� � � f (x) = f (x′)→ x = x′.

�� �� ��� ��� f �
� 
������� � 
�� ���� ���� y ∈ F, � �	�
�� x ∈ E �� ��� � y = f (x) .

�� �� ��� ��� f �
� ������� �� 
�� �	�
�� ��� ���������� g : F → E ��� ��� �
g ◦ f = idE �� f ◦ g = idF .

���
��� f �
� ���������� ����������� g �
� ����� ��� f−1 �� �
� ������ ����������
 �� �����
�! �� f.

"#���$�� 	
% � �������������� �� �� &�'������� �� ��� ��� f �
� ������� � 
� ��

������� 
�� f �
� � � !��
 ������� � �� 
������� �� �� 
� �� 
������� 
�� ���� ����
y ∈ F, � �	�
�� �� ������ �� �� 
�� x ∈ E �� ��� � y = f (x) .

"#���$�� 	
( ������ f : E → F �� g : F → G ��
 ����������
 ������� �
� ������������
g ◦ f �
� ������� � �� 
� ��������� ���������� �
� (g ◦ f)−1 = g−1 ◦ f−1.

��������� 	
		 �������� &������� "�� ������� ������� 
�� �� ��
���� E, �
�
� ������ ���� ���� ����� (x,y) ∈ E × E �� # $��� %&
��
 
��� �� �������'� �� ��
# (��	 %
�����

��������� 	
	% �������� �!����)������� ���� R ��� ������� ������� ����� ������

�� E� R �
� ���� ��� ������� ������ ����� 
� �� ��

)�� �
 ���������
 
�� ����
 �

�� R �
� ��*�	� � � ���� ���� ������ x �� E �� � � xRx�

��� R �
� 
+�������� � xRy �����,�� yRx�

���� R �
� ����
��� � � ���� ���
 x, y �� z ������
 �� E 
� xRy �� yRz ���
 xRz�

��������� 	
	( ���������� �!�� �����&��� "�� ��������� �� E �
� �� ��
����
�� ������
 ���  ���
 �� E, ��
������
 ���	 � ���	� ���� � ������� �
� E.



���������	
 �

��������� 	
	� ������ �������������� ���� R ��� ��	
���� ������
	���� ��� ��
������	� E. ���� x ∈ E, 	
 �	
��� ������
	���� �� x ���

cl(x) = {y ∈ E | yRx}.

cl(x) ��� ���� �� ����	����
��� �� E, �� �� ���� ���� x̄. �� y ∈ cl(x), �� ��� ��� y
��� �� ����������� �� cl(x).

�������� 	
� ����������� ��� ������� �������������� ���� E �� ������	� ��
R ��� ��	
���� ������
	����� �� 
 	�� �������� ����
���� �

�� cl(x) = cl(y)⇔ xRy.

��� ���� ���� x,y ∈ E, cl(x) = cl(y) �� cl(x) ∩ cl(y) = ∅.
���� ���� C �� ������	� �� ��������
��� �� ������ 	�� �	
���� 
	��� {cl(x) | x ∈ C}

��������� ��� �
������� �� E.

��������� 	
	� ��� ������� • �
 ��	
���� �
�� R ������ ���	� ��� ������ x ��
x′ �� R, �
� �

∃k ∈ Z ��	 ��� x− x′ = k2π

��� ��� ��	
���� ������
	���� 
���	� ���������� ����	� 2π �
�� R. �� ���� �
x ≡ x′ [2π].

• ������ n ∈ N �� a,b ∈ Z. �� ��� ��� a ��� ������ � b ����	� n �� n | (b − a), ����
���	 ������ k ∈ Z ��	 ��� b = a+ kn  ����� ��	
���� ����� a �� b �� ���� a ≡ b [n].

��������� 	
	! �"������� �������� !�� ��	
���� ���
��� R ��� ��� ��	
���� �������
�
�� �� ������	� E, �� �		� ��� �"������ 
����#������� $����� � ���� �� xRy �� yRx

	��� x = y� �� ��
��������

��������� 	
	# �$���� �����% ����� �������� ���� R ��� ��	
���� ������� ��� E.
�� ��� ��� R ����� �� ����� ���
	 ��� E 	������ ���� 	����� �� E ���� ���%����
����
�
�	�� ���� R, �����&�&���� �

∀x ∈ E, ∀y ∈ E, (xRy �� yRx).

'
�� 	� �
� �����
���� �� �
�	� ������� �
����	�

��� �����	��
 ��
��


&'������ 	
	 ������ 	�� ��
��� 
��������� ����
���� �


� ∃x ∈ R ∀y ∈ R x+ y > 0  

�� ∀x ∈ R ∃y ∈ R x+ y > 0  

�� ∀x ∈ R ∀y ∈ R x+ y > 0  

�� ∃x ∈ R ∀y ∈ R y2 > x.

��� 
��������� a� b� c� d ����&�		�� ��
��� �� (
�����) '����� 	��� ��
�����



� �������� 	

��������	

�� ��������	
� ��� ������ ��� �� �����	
� �	 ��� ∀x ∈ R ∃y ∈ R x+y ≤ 0 ��� ���	��
����� �
��� x ∈ R, 	� ��	��� �
�
�� � y ∈ R ��� �� x+ y ≤ 0� ��� ������� 
�
��� ������� y = −(x+ 1) �� ��
�� x+ y = x− x− 1 = −1 ≤ 0�

�� ��������	
� ��� ���	�� �
� � x �
���� 
� ��� ������� ���� �������� y = −x+1
�� ��
�� x+ y = 1 > 0� �� �����	
� �� ��� ��� ∃x ∈ R ∀y ∈ R x+ y ≤ 0�

�� ∀x ∈ R ∀y ∈ R x + y > 0 ��� ������ ��� ������� x = −1� y = 0� �� �����	
�
��� ∃x ∈ R ∃y ∈ R x+ y ≤ 0�

�� ��������	
� ��� ���	�� 
� ��� ������� x = −1. �� �����	
� ��� � ∀x ∈ R ∃y ∈
R y2 ≤ x�


������ �	� ������ �� �	
����� �� ���������� ��������� �� P,Q,R,S ���� �� ������
��������

�� P ⇒ Q�
�� P �� ��� Q�
�� P �� �Q �� R��
� P �� �Q �� R��
�� �P �� Q� ⇒ (R ⇒ S)�

��������	

�� P �� �
� Q�

��  �
� ! 
 Q "�� �	 ��� �� �#�� �$
�� ��  P ⇒ Q "�

�� ��
� P � 
 ���
� Q� 
 ��
� R�� �

�� �
� P �� ��
� Q 
 R� �	�	 ��� ������$%��� �
�� 	��
�������� �

�� P �� Q �� R �� �
� S.


������ �	� ������� ��� �� a,b ∈ Q ����� a+ b ∈ Q.

��������	 &� ����� a ∈ Q, b ∈ Q. &� �������� �� Q ��� ���������� ��� �����
�����	���� p

q
���� p ∈ Z �� q ∈ N∗. '�
�� a = p

q
�
� � �����	� p ∈ Z �� � �����	�

q ∈ N∗. (� �#�� b = p′
q′ ���� p′ ∈ Z �� q′ ∈ N∗. &� � a + b = p

q
+ p′

q′ =
pq′+qp′

qq′ . &� ��
�������� pq′+qp′ ��� �	�� � ������� �� Z � �� ���
�	����� qq′ ��� �	 � �������
�� N∗. (
�� a + b �����	� �	�� �� �� �
��� a + b = p′′

q′′ ���� p′′ ∈ Z, q′′ ∈ N∗. '	��	
a+ b ∈ Q.


������ �	� ���� n ∈ N. ������� ��� �� n2 ��� ���� ����� n ��� �����

��������	 !�� ��������� 
� ���
�� �� n ����� ��� ��	�� &� ��� �
����� �� n2

����� ��� ��	�� )
��� n ����� ��� ��	�� 	� ��� 	���	� �� �
�� 	� ��	��� k ∈ N ��� ��
n = 2k+1. '�
�� n2 = (2k+1)2 = 4k2+4k+1 = 2l+1 ���� l = 2k2+2k ∈ N, �� �
��
n2 ��� 	���	�� &� � �
���� �� �	 n ��� 	���	� ��
�� n2 ��� 	���	�� !�� �
�����
�	�	
�
���	 ��� ��	������ * � �	 n2 ��� ��	� ��
�� n ��� ��	��


������ �	� ������ a,b ≥ 0. ������� ��� �� a
1+b

= b
1+a

����� a = b.



���������	
 �

��������	 �� �������� 	�� 
������� �� �		����� �� a
1+b

= b
1+a

�� a �= b. �����
a

1+b
= b

1+a
�
��� a(1 + a) = b(1 + b) ���� a + a2 = b + b2 ���� a2 − b2 = b − a. ��
�

������ � (a− b)(a+ b) = −(a− b). ����� a �= b �
��� a− b �= 0 �� ���� �� ��������
	�� a − b �� ������� a + b = −1. �� ����� �� ��� ������� 	������� �� 	�� ����
��������� ��� �������� �� �������������� ����
���� � �� a

1+b
= b

1+a
�
��� a = b.


������ �	� ������� ��� 	��� ���� n ∈ N, 2n > n.

��������	  �� n ≥ 0, �� ���� P (n) 
���������� ������� � 2n > n.
�� �� ��������� 	�� ��������� �� P (n) ��� ����� 	�� ��� n ≥ 0.

��������������	  �� n = 0 �� � 20 = 1 > 0. !��� P (0) ��� ������

�������	 �� "�� n ≥ 0. �� �		��� �� P (n) ��� ������ �� ������ �� P (n+ 1)
��� ������

2n+1 = 2n + 2n

> n+ 2n ��� 	��P (n) �� ���� �� 2n > n,

> n+ 1 ��� 2n ≥ 1.

!��� P (n+ 1) ��� ������

����������	  �� 
� 	�����	� �� ��������� P (n) ��� ����� 	�� ��� n ≥ 0, �����#�#
���� 2n > n 	�� ��� n ≥ 0.


������ �	� ������� ���
√
2 /∈ Q.

��������	 $� 
��� �
√
2 = p

q
���� (p,q) ∈ N∗ ×N∗ 	������� ����� ��% �
��� 2q2 = p2 &

�� ���� p ��� 	����  �� ���� � ∃k ∈ N ��
 �� p = 2k. !��� q2 = 2k2, �
��� q ��� 	����
���� ��������� 
� ���� �� p �� q ���� 	������� ����� ���


������ �	� 
� ��	�� �� ���� ����� ����������� ���������� ���� ������� ���� ���

�� ���� ��� ��� �� �������� �� 	�� ������� �������� �� ���� 	��� �� ���

������� � ���� 	�������� 	������ �������� �������� 

��������	 �� ���	��� ��� 	����� �� ����� ��

���

' $� 
�� ��� 	
� 
��� �� 
�����% ����� ���
 �������� 
�������

' $����% 
������ ��� 	���� 
�� ����� ��

�� ����������

(����% �� ���� ���� ��
 	���� �� ����� ��

�� �� ����� 
�������� !��� �� 	���
)��%

�� ���	��� ��� ��

���

' $� 
��� ��� 	
� 
���� �� 
�����% ����� 
��������

' $����% 
������� ��� 
� ������)���


������ �	� 
� ��	�� �� ���� ����� ����������� ���������� ���� ��� ����� ��

���� ��� ��� ����

�������� � ������ ����� ������� � ���� 	�������� �������� �������� �� ���� 	��� 



� �������� 	

��������	 �� ���� 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ��� ��		��

�� �������� �� ������� 2 	��� ���������� �� 1,2,3 �� �� 4,5,6. �� ������� ��� ����
����� �	��� 	�������� ��� ���� 7,8,9 �� 	��� ��� ���	���� 	� ��		� 1 ����� ��		� ������

�� ������ �	��� 	�� ��		�� 1 �� 7 ��� 	�� ��		�� 1 �� 8 ��� ��������� 	��������
 �� ��
�������� 	�� ���� ������� 	��� ����� �� ���� ������ 	�������� �� ������ ���� 	���
����
 �� ��		� 9 ������� �	��� �� ��		� ������
 ���� ���� 	�� ����� ��� ���� ���� ��
 �����	����!� �� ����� ��� 	� ������ 	�� ��� 	�� 	���� ��� 	� ������
 �� ������
	�� ��		�� 1 �� 4 ���� 	�� ��		�� 2 �� 5.

�� ��		����� ��� ���� ����� �������� 	�������� �� ������ ���� 	�� ���� ������
��		�� 3 �� 6. "�� ���������� �� 3 ���� 9 ����� �	��� �� ������ ��� ��� 	�������
�� 3 �� �� 6. �� ��		����� ����� �� ���� ����� �������� ��� ���� 	�� ����� ���
���� ���� ��  �����	����!� �� ����� ��� 1 �� 4 ������ 	�� 	������ ��� 2 �� 5. ��
	�������� ��� 	�� 	����� ��� ��� ��� ��#��� �	��� ��	� �� ��� �� ���� 4 �� ���� 2 $ �����
������������� ��� ����#�� �� �����#�� �����
 �� 	�������� ��� 	�� 	� ��� ��� ���
��� ��#��� �	��� ��	� �� ��� �� ���� 2 �� ���� 4 $ ����� ������������� ��� ����#��
�� �����#�� �����
 %��� ���� 	�� ��� 	������� ��� ���� 1, ���� 5. "�� ���������� ��
	� ��		� 1 ���� 	� ��		� 9 ����� �	��� �� ��������� ����� �������



������ �	�� ������ f,g ���	 
�������� �� R ��� R. ������� �� ������ �� �������
������ ��� �	��������� �������� �

� f ��� ������ �

�� f ��� ������ �

�� f ��� ���� �

�� f ��� ������ �

�� f �� ������� ���� �


� f ��� ���������� �

�� f ��� ��������� �

�� f ��� ����������� ����������� �

�� f ����� �� � 
������� ����� �

�� f �� ���� ��� � ��� ������ �� ���	 ������ ��������� �

!� f ������ ������ ��� ������ �� N �

�� f ��� ��
������� " g �

�� f ����� �� ��
������� " g.

��������	

�! ∃M ∈ R ∀x ∈ R f(x) ≤ M &

�! ∃M ∈ R ∃m ∈ R ∀x ∈ R m ≤ f(x) ≤ M &

�! ∀x ∈ R f(x) = f(−x) &

�! ∀x ∈ R f(x) = −f(−x) &

�! ∀x ∈ R f(x) �= 0 &

'! ∃a ∈ R∗ ∀x ∈ R f(x+ a) = f(x) &

 ! ∀(x,y) ∈ R2 (x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y)) &

�! ∀(x,y) ∈ R2 (x ≤ y ⇒ f(x) > f(y)) &

�! ∃x ∈ R f(x) �= 0 &


