1. CALCULS

Identités remarquables

Si a et b sont deux réels, on a :
(a+b)2 =a® +2ab + b?
(a—b)2 =a?—2ab + b?
(a+b)(a—b)=a2 —b?

Opérations sur les fractions

Si a, b, c et d sont des réels, avec b et d non nuls, on a :
a c¢ ad+bc a c¢ ad-bc
= et ==

b d_ bd b d_ bd

Si a, b, ¢ et d sont des réels, avec b et d non nuls, on a :
a ¢ ac

L=t
b d bd

Si a, b, c et d sont des réels, avec b, ¢ et d non nuls, on a :

z
b_a d_ad
¢ b ¢ b
d
Puissances

Si n et p sont des entiers naturels, on a, pour tout réel a :
an+p = an ap
) =
n

Si de plus, a est différent de 0, on a : a_p: a” P
a




Si a et b sont des réels, on a, pour tout entier naturel # :

(ab)" =a"b"

Si de plus, b est différent de 0, on a : (%J = "

&

1l est difficile de faire la différence entre un mathématicien
qui dort et un mathématicien qui travaille.

André Lichnerowicz
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2.SOMMES ET PRODUITS

Somme des termes d'une suite constante

VaeR, Y a=m-p+1a
k=p

_Sommes des n premiers entiers naturels non nuls _

1 ke n(n+1)
k=1 2

Sommes géométriques

n+l sig=1
VneN, F=31—gm!
kz:%)q —9 sig=1
1-¢
n l_qn—pﬂ
Plus généralement : Vg =1, Vn=p, > g* =q"’1—.
k=p —-q

Distributivité, commutativité et associativité

VieR, Y Ay =1> x. (A ne dépend pas de l'indice.)

k=1 k=1

Z(xk +yk): DX Wk
k=1 k=1

k=1




Changement d'indice

Soit deux entiers naturels n et p tels que p<n.

Seuls les deux changements d'indice suivants sont autorisés :
e Changement d'indice : i =k + m (avec m entier)

h+m

n
zkarm: z X;
k=p

i=p+m

e Changement d'indice : i=m—k (avec m entier supérieur
ou égal a n)

3

—P
Xm—k = z Xi
i=m

1 —n

o

Télescopage

Quels que soient les réels x,, ..., X,,;,ona:

n
Z (xk+l - xk) = Xpi1 — X0
k=0

Factorielle

Pour tout entier naturel n, on appelle factorielle de n, et on note
n!, l'entier naturel défini par 0!=1 et, pour tout entier naturel »

nonnul: n!=]]k=1x2x..xn.
k=1

Pour tout nde N*,ona:n!=nx(n—1).

Produit de termes d'une suite constante

VneN*, [[r=¥

k=1
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Opérations compatibles avec ||

Vne N, H(xkyk) =(

k=1

k=1

{1e)lf1)

Si aucun des y; n'est nul, alors :

n
[Tx
k=1

Xk =

Lt ﬁyk
k=1

Si aucun des x, n'estnul,ona:

Télescopage

n
X, X,
Vn e N, Hﬂ:"_ﬂ
k=0 Xk Xo
&

Il n’y a pas de place durable dans le monde
pour les mathématiques laides.

Godfrey Hardy



3. ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Comparaison d'ensembles

On dit que I’ensemble A4 est inclus dans I’ensemble B et on note
A c B, lorsque tout élément de A4 est élément de B.

On dit que deux ensembles 4 et B sont égaux, on note A = B,
lorsque l'ona: 4 c Bet B c A.

On dit que I’ensemble A4 est une partie de I’ensemble £ (ou encore
un sous-ensemble de E) lorsque A4 est inclus dans E.
L’ensemble de toutes les parties de E est noté P(E).

Intersection et réunion

L’intersection des ensembles A et B est I’ensemble, noté 4 N B,
constitué des éléments qui sont a la fois dans 4 et dans B.

xednB< xeAdet xeB

La réunion des ensembles 4 et B est I’ensemble, noté 4 U B,
constitué des éléments qui sont dans 1’un au moins des ensembles
A ouB.

xeAuB& xedouxeB

Commutativité

L’intersection et la réunion sont commutatives :

ANB=BNnAd et AuB=BuU A

Associativité

L’intersection et la réunion sont associatives :

ANB)NC=ANnBNnC)=4AnBnNnC
AuB)YuC=4UBuU(C)=4AUuBuUC

Les ensembles considérés dans la suite sont tous des parties d'un
ensemble Q .
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Elément neutre

Q est élément neutre pour I’intersection : AN Q = 4.
& est élément neutre pour la réunion : AU & = 4.

Inclusion, intersection et réunion

[AnBc A et Ac AUB]|

Ac B ANB=A.
Ac B AUB=B.

| AnA=detduA=4 |

Distributivité

L’intersection et la réunion sont distributives 1’une sur I’autre :

ANBUCO)=AnNnB)uANC)
AUBNC)=(AUB) N (AUC)

Complémentaire

Le complémentaire de A est I’ensemble, noté Z, contenant les
éléments de Q quine sontpasdans 4.Ona:xe 4 & x ¢ 4.

Ona: Z:A;é =Q; Q=0.
A est la seule partie de Q vérifiant: AN A =DetA U A =Q.

ACB(:)ECZ

Lois de Morgan

ANB=AUBet AUB=ANB ‘

Plus généralement, si / désigne un ensemble d’indices, on a :

Na=U4 et U4=N4

iel iel iel iel




Produit cartésien

On définit le produit cartésien des ensembles A,, 4,..., A4, par :
Ay x Ayx oo x Ay = { (X1, %5, ..o %), Vi [Ln]),x € 4; 3.
Le produit 4x A est noté A°.

Ensembles dénombrables, ensembles finis

On dit qu'un ensemble E est dénombrable s’il existe une bijection
de E sur N, c’est-a-dire si I’on peut numéroter ses éléments.

Un ensemble E est dit fini s’il possede un nombre fini d’éléments.
Dans ce cas, le nombre d’éléments de E est appelé cardinal de E,
et est noté Card (E£).

On a Card (&) = 0.

Dans toute la suite, E, F et G désignent des ensembles.

Fonctions et applications

Une fonction f'de E dans (ou vers) F' est un procédé qui permet
d’associer certains éléments de £ avec des éléments de F appelés
leurs images, de telle fagon que tout élément x de £ posséde au
maximum une image y dans F.

Une application f'de £ dans F est une fonction de £ dans F telle
que tout élément de £ posséde exactement une image par fdans F.

Identité

On appelle identit¢é de E (ou application identique de E),
I’application de E dans E, notée /d;. et définie par :

VxekE, ld;(x)=x ‘

Composée d'applications

Soit f une application de £ dans F et g une application de F dans
G. On note gof'(et on lit "g rond ") I’application de £ dans G qui
a tout élément x de £ associe :

(goHx) =g(fx))
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