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Soit (a,),. une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme

o 1 . (.
général — converge. Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme

n

n

général u, = converge également et que, de plus,ona:

a +a, +...+a,
~+00 ~+00 1
Su, <23t
n=1 n=1 a,

1) Etude d'un exemple : pour tout entier naturel # non nul, on pose a, =n(n+1).

a) Vérifier que L1 1 " puis en déduire que la série de terme général
n n+

1 converge et donner sa somme.
an

b) Pour tout entier naturel non nul, déterminer u, en fonction de n.

¢) Etablir la convergence de la série de terme général u, et donner sa somme,
puis en déduire 1’inégalité demandée.
2) Etude d'un deuxiéme exemple.
On suppose, dans cette question, que, pour tout entier naturel » non nul, on a :

a, =n!
a) Ecrire une déclaration de fonction Pascal dont I'en-téte est
function fact (n : integer) : integer ;

et qui renvoie n ! a I'appel de fact (n).

b) Ecrire le corps principal d'un programme Pascal, utilisant ou pas cette
fonction, et permettant de calculer et d'afficher la valeur de u, lorsque la valeur de
n est entrée au clavier par ['utilisateur.

. . (. . 1
¢) Etablir la convergence de la série de terme général — .
a

n

d) Montrer que, pour tout entier naturel » non nul, ona: u, < ﬁ .
n—1):
e) En déduire que la série de terme général u, converge et que l'on a :
+00 +00 1
z u, <2 Z—
n=1 n=1 a,
On revient au cas général.

3) Montrer, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

2 1 4 n?
VheN*, (1+2+..+n)"<(ai+tar+..Ta)(—+—+..+—)
aq a a,
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4) a) Utiliser le résultat précédent pour établir que :

n 72
wneNt, — 2L g L1 gk
a+a,+..+a, n?  (n+1)? S a
g . o 2n+1 &
b) En déduire, par sommation, que : VN eN*, > ————— <43 —.
=1 A +a,+..+aq, k=1 Ak

2n+1

¢) Montrer enfin que la série de terme général converge puis

a+a,+..+a,
établir le résultat demandé.

[ =Y (o (o =302

Dans tout I'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. On désigne
par E un espace vectoriel de dimension # et on rappelle qu'un hyperplan de E est
un sous-espace vectoriel de £ de dimension n—1.

Pour finir, on désigne par /d I’endomorphisme identité de E.

1) Etude d'un premier exemple (n =3 et E = R3).
On considéere, dans cette question seulement, I'endomorphisme /' de R? dont la
0 1 2

matrice dans la base canonique est M = |0 0 3|. Montrer que Im f est un
00 0

hyperplan de R* et qu'il est stable par 1.
2) Etude d'un deuxiéme exemple (n =3 et £ = R?).
On considére, dans cette question seulement, 1'endomorphisme f/ de R3dont la

2 1 1
matrice dans la base canoniqueest M= |1 2 1
1 1 2

a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que Ker (f—1d) est un hyperplan de R? et qu'il est stable par f.

On suppose dans la suite que E est un espace euclidien de dimension » et on note
B=(ey, e, ..., e,) une base orthonormale de E.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté <x, y> et la norme de x est
notée || x ||.

On considere un endomorphisme f'de £ qui possede au moins une valeur propre A
réelle et on se propose de démontrer qu’il existe un hyperplan de E stable par f.

3) On note f* l'endomorphisme de E dont la matrice dans la base @ est la
transposée de la matrice de f dans la base 3.

a) Vérifier que l'ona : V(x,))e ExE, (f(x),y) = (x./*(})).

b) Etablir que #* est 'unique endomorphisme de E vérifiant :

V(x, )€ ExE, (f(x).y) = (x,£*())
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4) a) Montrer que A est valeur propre de f*.
b) On considére un vecteur propre u de f* associé a la valeur propre A.
Montrer que ( vect (z) )+ est un hyperplan de E et qu’il est stable par f.

[ =] o o=

1
i i ; — six<-1 >1
1) On considere la fonction f'définie sur R par : f(x) = { 2x2 St oux==1

0  sinon
Montrer que f peut étre considérée comme une densité.
Dans la suite, on considere une suite (Xj),. de variables aléatoires, toutes

définies sur le méme espace probabilisé (Q2, A4, P), mutuellement indépendantes et
admettant toutes f comme densité.
De plus, pour tout entier naturel » non nul, on pose :

S, =Max(Xy, Yo, ... Xy) et ¥, = 2
n

On admet que S, et Y, sont des variables aléatoires a densité définies, elles aussi,
sur I’espace probabilisé (Q, 4, P).

2) Déterminer la fonction de répartition, notée F, commune aux variables
aléatoires Xj.
3) On note G, la fonction de répartition de la variable aléatoire Y,. Déterminer

explicitement G, (x) en fonction de » et x.
. (s 1
4) a) Montrer que, pour tout réel x négatif ou nul, on a G,(x) < o
b) Justifier que, pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel ny

. - Co1a 1
non nul, tel que, pour tout entier » supérieur ou égal a ny, ona x > —.
n

En déduire que : Vx > 0, 3ng € N*, Vn > ng, G,(x) = (1 —%) :
nx

5) a) Déterminer, pour tout réel x, la limite de G,(x) lorsque » tend vers +o. On
note G(x) cette limite.

b) Montrer que la fonction G ainsi définie est la fonction de répartition d’une
variable aléatoire a densité.

¢) En déduire que la suite (Y,,),>; converge en loi vers une variable aléatoire Y
dont la fonction de répartition est G.

6) Vérifier que la variable aléatoire v suit une loi exponentielle dont on précisera

le paramétre.
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On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace
probabilisé (Q, 4, P), indépendantes, et suivant toutes les deux la loi de Poisson
de parametre &, ou A désigne un réel strictement positif.

On se propose de déterminer un équivalent de la probabilité P(X = Y) lorsque A
est au voisinage de +o.

Partie 1
. /2
Pour tout entier naturel », on pose u, = _[ . (sint)"dt .
1) a) Calculer u et u;.
b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

¢) Etablir que : VneN, u,> 0. En déduire que la suite (u,) est convergente.
2) a) Montrer, grace a une intégration par parties, que :

VneN, (n+2)un+2= (n+1)u,,

|
b) En déduire que : VreN, up, = ﬂxﬁ.
2"xn)? 2
¢) Montrer que : VneN, (n + 1) U] Uy = g .
d) En déduire la valeur de u,+;.

3) a) Calculer lim 222

n—>+o Y,

b) En déduire, en utilisant les variations de (u,), que : lim Unst =1,
n—+eo gy
¢) Montrer enfin que 'ona : u, ~ I
+o \ 2n

Partie 2
e—rx

Lo ) 1 ¢t
1) Etablir, pour tout réel x, la convergence de l'intégrale /(x) = — dr .
) p g grale I(¥) = —[ | NEE

Dans la suite de cette partie, x désigne un réel strictement positif.

2) a) Montrer qu’il existe une constante M, indépendante de x, telle que :

0<l_|'1 " <M
<2, ==
1

1—u

<l+u.

b) Montrer que : Vue [O,%} 1<
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3) a) En se référant a une loi normale, donner les valeurs de J‘(:me—fzdt et
I rerdr
0
b) Utiliser le changement de variable » =,/7x pour montrer que :
1 e—tx T
dt ~ ,/—
-[O ,f +oo | X

¢) Montrer de la méme fagon que : I et dr ~ 2\/\7/,
to2x

4) a) Montrer, grace au changement de variable u=1+1¢, que :

Ii\/% .[ F

b) Utiliser le résultat de la question 2 b) pour en déduire que : /(x) ~ —
+00 TX

Partie 3
1) Exprimer comme somme d'une série la probabilité P(X =Y).

2) a) On désigne par 7 un réel de [-1, 1] et par x un réel strictement positif.
Montrer que, pour tout # compris entre 0 et —rx,ona: e" <e*.

Ecrire ensuite I'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 2n pour la fonction u > e
entre 0 et —¢x.

b) En effectuant le changement de variable ¢=sinu dans [I'intégrale
tk

u; —j (sinu)* du , montrer que : VkeN, I N dt =uy .

t

¢) Déduire des deux questions precedentes que :
2x2n+1 ex

‘ - Z « (k1)2 22 n(2n+1)1”2”+1
d) M fi I0=3 -

ontrer enfin que : Vx>0, /(x)= » —.

) q (x) kZO ToE

3) Etablir que : P(X= 1Y)

1
At 2\/& )
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% Conseils de méthode
1) a) Puisqu’il faut donner la somme de la série, autant considérer la somme

partielle 2(l—ﬁj , ce qui permettra de prouver la convergence et donnera la
k=1 +

somme en prime.
b) 11 faut développer & (k+1) et scinder la somme obtenue.

1 1

= - afin de créer un "télescopage".
(k+D)(k+2) k+1 k+2

¢) Ecrire

2) a) Utiliser la définition de n ! par récurrence, a savoir :

0'=1
Vne N, n!:nx(n—l)!

b) II faut écrire une boucle qui calcule S, = Z a, , puis diviser n par S, .
k=1

¢) C’est une question de cours sur la série exponentielle.
d) I1 faut minorer Y k!.
k=1

e) Le critére de comparaison pour les séries a termes positifs fait bien I’affaire
pour établir la convergence de la série de terme général u, .

3) Il faut appliquer I’inégalité de Cauchy-Schwarz, dans R” muni de son produit
scalaire canonique, a deux vecteurs bien choisis.

n(n+1)

4) a) Il faut remplacer 1+2+..+n par , puis effectuer quelques

. . \ 1 4 L k?
transformations qui amenent a : < > T2
a+a,+..+a, n*(n+l)y” ioJa,

b) Encore une sommation "télescopique" apres interversion de sommes.
¢) Toute suite croissante et majorée est convergente.
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% Conseils de rédaction
1) a) Il faut travailler sur les sommes partielles afin d’éviter d’écrire un monstre

tel que Zl .
ok

¢) Méme remarque que ci-dessus.

2) a) Si I’on opte pour une déclaration récursive, il faut écrire fact : = n*fact(n—1)
et non pas fact : = n*fact.
Si I’on opte pour une déclaration itérative, il faut alors écrire, dans la boucle "for",
aux : = n*aux, puis apres la boucle, affecter aux a la variable fact.

d) Quand on simplifie par 7, il est bien de signaler que » est différent de 0.

3) Ne pas confondre || X ||2 et || X || .

4) a) Lorsque I’on multiplie ou divise par un réel les deux membres d’une
inégalité, il faut préciser que ce réel est non nul et il faut aussi donner son signe
(pour justifier que le sens de I’inégalité est conservé ou qu’il est inversé).

N
¢) Attention ! zi ne peut pas étre qualifié de majorant (il dépend de N).
k=1 ak

++ Aide a la résolution

1) b) Il faut connaitre les sommes Z k et Z k? et ne pas faire d’erreur de calcul.
k=1 k=1

2) a) Dans la version récursive, initialiser la variable fact a 1 puis écrire la relation
de récursivité.

Dans la version itérative, initialiser la variable aux a 1 puis écrire une boucle
"for k: =1 to n" dans laquelle on calcule les valeurs successives de k! jusqu’a
arriver a n .

d) Au vu de ce qu’il faut trouver, il parait bien de minorer Z k! par n!.
k=1

e) Pour la fin de la question, se souvenir que e>2 (e=2,72).

3) Les vecteurs "bien choisis" pour I’inégalité¢ de Cauchy-Schwarz sont :

x=(\/a_1,\/a_2,...,\/2)ety=(\/1;,\/i_,...,\/%)

n 2
4) a) Ayant obtenu ! < 4 —, il reste a multiplier les

2 2
a+a,+..+a, n*(n+1)* I aq,

. . 2n+1 1 1
deux membres par 2n+1 et a remarquer ensuite que : (kS

nm+1)? n? (n+1)?
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N

N N N
b) L’interversion des sommes donne : » > =»">".

. | - 1 . . . .
¢) Majorer Z— Z— (la série converge) puis en déduire que la suite
k=1 Ay, k=1 4y,
y 2n+1 : .
Z est croissante et majorée.

o a t+a,+..+a,

% Les fautes qu’il ne fallait pas faire
1) a) « L’enchainement suivant est a proscrire impérativement :

=1 1 1
Z(z‘m) e N

A droite du premier signe "=", on a écrit deux monstres mathématiques (puisque
o ST B
la série de terme général — diverge).
n

S 1

e Moins angoissant mais pas du tout rigoureux : Z——— I faut des
mn n+l
1 1
parentheses autour de ————
n n+l
n
1 n
N ;. . , . I’l k=1 1 o , o
b) e A éviter impérativement : ——=—-=—= Z— La premiere égalité est
2 e
k k
k=1
correcte, mais la deuxiéme est une horreur !
A . . o 1 S| .
e Dans le méme style, il est trés faux d’écrire ——= ) — : l'inverse
DI
a
k=1

d’une somme n’est pas la somme des inverses !

o L’égalité Zkz = n(r +1)6(2n +1) devrait étre connue sans aucune faille : il
k=1

n(n+)2n+l) Z p2 _n(n+h(n+2)

faut absolument éviter d’écrire Y k? = ;

pa 12
¢) Méme remarque que celle de la question 1a).

2) a) La boucle qui ne sert vraiment arien : « Fori: =0tondoi:=i*1;»
¢)  Des comparaisons inutiles et fausses :

1 < 1 (Ie membre de droite n’a pas de sens pour =0 et pour n=1).

n! n(n—l)

VneN", —'<L (c’est faux pour n=2 et pour n=3).
n! n?



