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Soit £ un espace vectoriel réel de dimension 7, ou n désigne un entier naturel
supérieur ou ¢égal a 1 et # un endomorphisme de E. On désigne par Id
I’endomorphisme identité de E.

Si P(X)=ay+a X +...+a,X? est élément de R[X], on rappelle que l'on
designe par P(u) l'endomorphisme suivant : P(u)= agld +ayu+...+a,u?, ou,
pour tout entier naturel k£ non nul, u* désigne la composée de k endomorphismes
égaux a u.
Dans toute la suite, Q est un polyndme qui admet 1 pour racine simple et tel que
O(u)=0. Ainsi, on peut écrire : Q(X) =(X -1)Q0,(X), avec O,(1) #0.
1) Montrer que Im (u — Id) est incluse dans Ker(Ql(u)).
2) Onnote E, = Ker(u—1d).

a) Montrer que, si x appartienta £, alorson a : (Ql(u))(x) =0,()x.

b) En déduire que : £, N Ker(Q,(u))= {og}.

¢) Etablir, a l'aide du théoréme du rang, que l'ona: E=E, @ Ker(Q l(u)) .
3) Montrer que Q,(u) =0 si, et seulement si, 1 n'est pas valeur propre de u.
4) On suppose dans cette question que E est de dimension 3, que
O(X)=(X-1)(X+1)> et que 1 est valeur propre de u, le sous-espace propre
associé étant toujours noté £, .
Montrer que, si la dimension de E, est supérieure ou égale a 2, I'endomorphisme

u est diagonalisable (on pourra distinguer les cas : dimE,; =2 et dimE, =3).

) =] (o [0 = 2

On considére un entier naturel n supérieur ou égal a 2. On dispose d'une urne
contenant 27 boules numérotées de 1 a n, chaque numéro apparaissant deux fois.

On effectue au hasard une suite de tirages simultanés de deux boules de cette urne
selon le protocole suivant :

e A chaque tirage de deux boules, si les deux boules tirées portent le méme
numéro, on ne remet pas les boules tirées dans l'urne et on dit qu'une paire est
constituée.

e Si les deux boules ne portent pas le méme numéro, on les remet dans 1'urne
avant de procéder au tirage suivant.

Pour tout élément i de |I1,n]] et pour tout entier naturel £ non nul, on pose 7; =k

si k tirages exactement ont été nécessaires pour constituer i paires.
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On admet qu'il existe un espace probabilisé (QQ, 4, P) permettant de modéliser
cette expérience et que, pour tout entier i de ﬂl,n]], T; est une variable aléatoire

1
définie sur cet espace.
1) a) Déterminer la loi de 7 et reconnaitre cette loi.

b) Donner sans calcul la valeur de l'espérance de T} .

2) Compléter la partie principale du programme suivant pour qu'il affiche une
réalisation de la variable aléatoire 7.

Begin

Randomize ; Readln(n) ; 1: =0 ;

Repeat

a : = random(n)+1 ;

b := random(n)+1 ;

t:=t+1;

Writeln(?) ;
End.
3) Onpose X, =T et, pour toutide [2,n], X, =T,-T,,.
a) Que représente la variable X; ?
b) Déterminer, pour tout i de ﬂl,n]], laloi de X, ainsi que son espérance.

¢) En déduire que 7, admet une espérance et que l'on a : E(T,)=n>.
4) On effectue une suite de » tirages de deux boules selon le protocole précédent
et on note S, la variable aléatoire égale au nombre de paires constituées lors de
ces n tirages

a) Calculer P(S, =0).

b) Déterminer lim P(S, =0).

n—>+00
n!2"
¢) Montrer que P(S, =n)= .
(2n)!
5) Expliquer ce que fait la partie principale du programme suivant.

Begin
Randomize ; Readln(n) ;m :=n;z:=0;
Fork:=1tondo
begin
a := random(m)+1 ; b := random(m)+1 ;
Ifa=bthenbeginz:=z+1;m:=m—-1;end;
end ;
Writeln(z) ;
End.
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note R, [X] I'espace vectoriel
des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
1) Montrer que, pour tout couple (P,Q) d'¢léments de R,[X], l'intégrale

J.Om P()O(t)e'dt est une intégrale convergente.
On admet que l'application qui a tout couple (P, Q) d'éléements de R,[X]
associe le réel <P, Q> = J.OMP(t)Q(t) e’'dt, est un produit scalaire défini sur

R,[X]. On note || || la norme associée.
2) a) Soit P et Q deux polynomes de R, [X], P' et Q' leurs polyndmes dérivés
respectifs. Etablir la relation suivante :
(P, Q) + (P, Q) = (P, Q) - P(O)Q(0)

b) En déduire que, si P est un polyndome non constant de R, [ X] orthogonal a
tout polynome Q tel que deg(Q) < deg(P), alorsona: P(0)= || P || .
3) On se propose de démontrer dans cette question qu'il existe une unique famille
de polynomes (L, L;,...,L,) vérifiant :
Ly=1
Vke [[O,n]], deg(L,)=k
Vk €[0,n], L, (0)=1
(Ly,Ly,...,L,) est une base orthonormale de R, [ X]
a) On suppose qu'il existe deux familles (L,,L,,...,L,) et (My,M,,....M,)

vérifiant les relations (® ). Montrer que, pour tout £ de [[0, n]] ,ona: L, =M,.

(R)

b) On note (Py,P,,....,P,) la famille obtenue a partir de la base canonique
(1,X,...,X") de R,[X] par le procédé d'orthonormalisation de Graham-Schmidt.
(i) Justifier que, pour tout k de [0,n], ona: P,(0)=1.
(i1) En déduire une famille (L,, L;,...,L,) vérifiant (R).
¢) Conclure puis calculer explicitement L, et L,.

2 0] o =Y 1 1=

Toutes les variables aléatoires intervenant dans ce probleme sont définies sur le
méme espace probabilisé (QQ, 4, P).

On considere une suite (X u )%N* de variables aléatoires indépendantes et suivant
toutes la méme loi. On considére aussi, pour tout entier naturel » non nul, la
variable aléatoire M, définie par M, =sup(X,,X,,...,X,), c'est-a-dire que,

pour tout ® de Q,ona: M,(0)= max(Xl(w),Xz(w),...,Xn(m)) .
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On cherche alors des suites réelles (,) .. et (b,) ..ol lasuite (a,) . esta

neN” neN

n

. . .. [M,-b, .
termes strictement positifs, telles que la suite | —— converge en loi vers
n neN

a

une variable aléatoire non constante.

Partie 1 : la loi exponentielle
On suppose, dans cette partie, que la loi commune des X est la loi exponentielle
de paramétre A (avec A > 0).
1) Soit g la fonction définie sur R par: Vx e R, g(x)=e *exp(—e™).

a) Montrer que g est une densité de probabilité. On désigne par G une variable
aléatoire admettant g comme densité.

b) Déterminer la fonction de répartition, notée Fy;, de la variable aléatoire G.
2) a) Donner, pour tout entier naturel » non nul, la fonction de répartition de la
variable aléatoire M,,.

b) Pour tout entier naturel » non nul, on pose : U, =AM, —Inn.

Montrer que la suite (U, ) . converge en loi vers une variable aléatoire dont on

neN"
précisera la loi.

Partie 2 : la loi normale centrée réduite
On suppose, dans cette partie, que la loi commune des X, est la loi normale
centrée réduite dont une densité est la fonction ¢ définie par :

xZ

e 2

VxeR, o(x)=

(P()

1) a) Montrer que, pour tout réel x strictement positif, l'intégrale j du est

convergente. Etablir ensuite, a I'aide d'une intégration par parties, que :

P(X1>x):@—j:‘”%‘)d

T x x?

b) En déduire que l'ona : Vx > <PX,>x)< o) .
X

Montrer alors que I'on a :
Vx>0, P(X1>x)<q)( *) ( jP(X1>x)

2) Soit ¢ un réel strictement positif. Montrer que, pour tout entier naturel » non

c . :

nul, I'équation —— (p( ) admet sur R* une unique solution que I'on notera x,, .
n

3) Montrer que hrn X, =+0.

n—+0
4) Montrer que : Vne N*, x2 +2Inx, =2Inn—In(2nc?).
5) En prenant un équivalent de chaque membre de 1'égalité¢ obtenue a la question
précédente, établirque: x, ~ ~2Inn.

n—>+0
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En déduire que I'on peut écrire, pour tout entier naturel » non nul :

. &1(n)
x, =~2Inn+g,(n),avec lim
1( ) n—>+o /21nn

6) a) En utilisant la question 4), montrer que, pour tout entier naturel n supérieur
ouégala2, ona:

2¢,(n)21nn +(81(n))2 + ZIn(l + jzli_”)j =—In(Inn) - In(4nc?)
nn

En prenant un équivalent de chaque membre de I'égalité ci-dessus, établir que :

2e,(n)N2Inn ~ —In(Inn)
n—+0

=0

22Inn _0

En déduire : x, =+/2Inn —M+ €,(n),avec lim ¢,(n)————=
n—>-+o0 In(In n)

221Inn

On admet alors qu'en poursuivant ce processus, on pourrait écrire, pour tout
entier naturel n supérieur ou égal a 2 :

x, =~2Inn— In(lnn) - In(dn) - Inc +¢(n),avec lim &(n)\2lnn =0
22Inn 242Inn 2Inn n—>4a0

7) Soit x un réel fixé quelconque.
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose :

1 In(Inn)  In(4n)
a, = et b, =+2Inn - -
V2Inn 242Inn 242Inn

a) Onpose c=e*. Montrer que l'ona: Vn>2, a,x+b, =x, —&(n).
ysy Oaxth) e
a,x+b, n>+o n
¢) En déduire, en utilisant la question 1b), que :
o(a,x+b,)
a,x+b, n->+o

M, —-b

n n

b) Montrer également que : V

P(X,>a,x+b,)

Prouver enfin que la suite ( j converge en loi vers la variable G qui a
neN*

a,

été introduite dans la partie 1.
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% Conseils de méthode
1) II faut montrer que tout vecteur y de Im(u — Id) est €lément de Ker (Q1 (u)) .

Pour ce faire, on écrit qu'il existe un vecteur x de E tel que y =(u—1Id)(x) et on

montre que (Ql(u))(y) =0g.

2) a) Il faut penser a montrer que, si x appartient a £, alors, pour tout entier

naturel k, ona: u*(x)=x.
b) Utiliser la question précédente pour conclure que, si x appartient a
Ker(Ql(u)), alors x=0;.

¢) Il suffit de montrer que dim £, +dim Ker (Ql (u)) =n.

3) Pour la condition nécessaire, on peut remarquer que, si Q,;(u)=0, alors
Ker(Ql(u)) = E, puis utiliser la question précédente.
Réciproquement, si 1 n'est pas valeur propre de u, alors u —Id est bijectif , ce qui

1 -1 T
peut donner l'idée de composer par (u —1d ) dans une égalité intéressante.

4) Si dimE, =3, alors E,=FE, ce qui donne un énorme renseignement sur

u—1d.
Si dim £, =2, montrer que 1'endomorphisme u + Id n'est pas bijectif : ceci donne

une deuxieéme valeur propre pour u.

% Conseils de rédaction
1) I n'est pas question d'écrire que Q,(u)o(u—1Id)=w—1d)oQ,(u) sans

argumenter.

2) a) Si on a l'idée de montrer que, pour tout entier naturel k, on a u*(x)=x, il
faut assurer en faisant une récurrence.

3) Attention de bien faire deux démonstrations : partie directe et partie réciproque.
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% Aide a la résolution
1) Montrer que Q,(u) commute avec (u —Id) pour pouvoir bénéficier du fait que

Ou)=0.
P
2) a) Poser O,(X) = Z a, X* , appliquer cette égalité avec X = u et utiliser le fait
k=0
que uf(x)=x.
b) Si x est un vecteur de £, N Ker(Q1 (u)), alors, comme x appartient a £,, on
a d'apres la question précédente : (Ql(u))(x) =(0;(D)x. La conclusion n'est pas
loin.
¢) On sait, d'une part, que dim(E =) Ker(Ql(u))) <n et, d'autre part, on peut

écrire, grace au théoréme du rang, que : dim £, + dim Ker(Q1 (u)) >n.
3) Ayant établi que Ker(Ql(u)) =F,alorsona E, ={0z}, et c'est terminé.

4) Si dim £, =3, alors on trouve que : u = Id .
Si dimE, =2, la somme des dimensions des sous-espaces propres qui sont déja

en notre possession, permet de conclure.

+ Les fautes qu’il ne fallait pas faire
1) 11 faut éviter d'écrire O, ((u(y)) en lieu et place de (Q;(u))(y) : la premiére

expression n'a pas de sens (ce serait I'image d'un vecteur par un polyndéme), alors
que la deuxieme désigne I'image du vecteur x par I'endomorphisme Q,(u).

L'égalité (O(u))(x) = (u(x)—x) O, (u)(x) est inepte, puisque le membre de droite

serait le produit de deux vecteurs, ce qui n'a pas de sens.

Les deux fautes signalées ci-dessus empéchent définitivement la mise en place
d'un raisonnement correct.

Voici deux énormités.

La premiére est : "Q(u)=(u—1)Q,(u)". Elle contient deux non sens, u —1 ne veut

rien dire puisque u est un endomorphisme et («—1)Q, () n'a pas de sens non plus,
puisque ce serait, encore faudrait-il qu'on ait («—1d)Q,(u), le produit de deux

endomorphismes (et pas leur composée)

o)

La deuxiéme est : "Q,(y)= " ", ou y désigne un vecteur de E. Elle contient

aussi deux non sens dont I'un en double exemplaire : les écritures Q,(y) et O(y)
n'ont pas de sens puisque I'on appliquerait un polynome a un vecteur, et la division
par le "vecteur" y—1 est sidérante pour deux raisons : y—1 ne veut rien dire

(différence entre un vecteur et un réel) et si c'était un vecteur, on ne pourrait
stirement pas effectuer cette division !
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2) 1l est insuffisant d'affirmer que, comme E; et Ker(Ql(u)) sont deux sous-
espaces de E, alors on a : dim £, + dim Ker(Ql(u)) <n.

Voici un contre exemple en prenant, dans R*® muni de sa base canonique
(e, €5, €3), les sous-espaces F = Vect(e, e,) et G=Vect(e,, e5) : ils sont
chacun de dimension 2 et la somme de leurs dimensions vaut 4 (ce qui est plus
grand que 3)...

3) Le fait que 1 ne soit pas valeur propre de u ne signifie pas que u—1Id #0, et
pas non plus que, pour tout x de £, on a : u(x)#x (puisque l'on a toujours

u(05)=0z)... En fait, 1 n'est pas valeur propre de u signifie que u—Id est injectif
(donc bijectif car u — Id est un endomorphisme d'un espace de dimension finie).
D'autre part, ayant £ = £, ® Ker(Ql(u)) , 1l ne faut pas croire que, si x n'appartient

pas a Ker(Ql(u)) , alors x appartienta £, .

Voici un contre exemple en prenant, dans R*® muni de sa base canonique
(e, €5, €3), les sous-espaces F = Vect(e, e,) et G =Vect(e;), qui sont bien
supplémentaires dans R*®. Le vecteur e +e; n'appartient pas a F, mais il
n'appartient pas non plus a G !...

D =] (o3 (o2 = 3072

% Conseils de méthode
1) a) Il faut noter que 7; est le temps d'attente d'un premier succes lors d'épreuves
indépendantes puisque tant que 1'on n'a pas obtenu de paire, on remet les boules
tirées dans l'urne. La variable 7} est donc géométrique...

b) C'est du cours si I'on a le résultat de la question précédente.

2) Il faut juste traduire en "langage informatique" le fait que 1'on attend une paire,
c'est-a-dire que les numéros tirés soient égaux.

3) b) La variable X; est géométrique pour des raisons analogues a celles évoquées

dans la premiére question. Seul le paramétre change et il faut connaitre le contenu
de l'urne a ce moment 1a : combien de boules (combien de paires) sont encore
présentes dans l'urne ?

¢) Penser a sommer les égalités X; =7, -T,_,.

4) a) L'événement (S, =0) est réalisé si 1'on n'obtient aucune paire. D¢s lors les n
tirages effectués sont indépendants.

b) Il faut revenir a une notation exponentielle de P(S,=0) et utiliser un
équivalent bien connu.



