Chapitre 1- Suites numériques.

|l. Exercices

1. Enoncés
Raisonnement par récurrence

Exercice 1

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul 7, on a :
n (n +1)(n+ 2)

kzn;k(kﬂ): 3

Exercice 2
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul , on a :
4
- n(n+1
YK +ET)= 2((—)j :
i 2
Exercice 3

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n >4, on a :
2
n°—1<2" <n!.

Exercice 4
u, =—2

On consideére la suite (u,) définie sur N par {
u

_ 2_ "
»1+1_un+n n

Déterminer le plus petit entier no tel que u, >n, puis démontrer par récurrence

que, pour tout entier n > no, u, > 1.

Sens de variation d’une suite
Exercice 5

. . . s 1
On considére la suite (u,) d’entiers naturels définie par: uo= 3 et Un+ 1= Un (2 — Un)

1) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 <u, < 1.
2) En déduire le sens de variation de la suite u.

Exercice 6

1) La suite (u,) est définie sur N* par u, = 1 + b .
n n+l

Déterminer le sens de variation de la suite u.
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n

2) Etudier de méme la monotonie de la suite (x,) définie sur N* par u, = —-
n!

Suites arithmétiques et géométriques

Exercice 7
Soit (u,)une suite arithmétique de premier terme u, =2 telle que
1 (n + 1)(3n + 4)

> u, =~——————= Déterminer la raison de (u,).
k=0 2
Exercice 8
u, =1
Soit (u,)la suite définie par : 1 .
u,,, =—u, +8

Soit (v,) la suite définie par : v, =u, —10.
1) Démontrer que la suite (v,)est une suite géométrique dont on déterminera le

premier terme et la raison.
2) En déduire I’expression de v, en fonction de n puis de u,, .

3) Déterminer la limite de la suite (u,).

Limites d’une suite

Exercice 9

Dans chacun des cas suivants, dire si la suite admet une limite et, si oui, préciser
cette limite:

a) u,=n>—2n+l1 &) u __3

_ 2"
b) u =2 o
n+3 ) u=-—
n® =1 ! 2"
C) n n
2n+1 2) u z(__]
n’+3n-9 " 2
d) u,=—
-n"+3n-5
Exercice 10
2—sin’(n)

On considere la suite (#,) définie sur N par: u, = P
n+

1) Montrer que, pour tout entier », on a : <u, < .
3n+1 3n+1

2) En déduire la limite de la suite (u,).

Exercice 11

On considére la suite (u,) définie sur N par: u, =n+n’ +3n.
1) Vérifier que, pour tout entier n, u, > 2n.
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2) En déduire la limite de la suite (uy).

Exercice 12
Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel » par :

1 1 2
u0=5 et uM:E u,+—|.
u

n

1 2
1) Soit f'la fonction définie sur ]0 ; +oo[ parf(x) = E(X + —j .
X

Etudier les variations de / (dresser le tableau de variation de ).
2.a) Montrer que, pour tout entier naturel » non nul, u, > V2.

b) Montrer que, pour tout x > NG , f(x)<x.

¢) En déduire que la suite (u,) est décroissante a partir du rang 1.

d) Prouver qu’elle converge.
3) Soit ¢ la limite de la suite (z,). Montrer que ¢ est solution de I’équation

1 2
xX= —(x + —j . En déduire sa valeur.
2 X
Exercice 13***
On considére la fonction f'définie sur R par: f(x)=1+x+x> +.....+x".
1_ xn+1
I-x
2) En calculant /'(x) de deux facons différents, déterminer la somme :

14+2x43x" + oo mx”™™!
3) En déduire les limites des sommes suivantes :

1 (1Y 1Y 2 3 n
I+=—+]=| +oeet| = et I+—+ 5+t
2 2 2 3 3 3"

Exercice 14***

1) Montrer que pour tout x = 1, f(x)=

0<u, <1
Soient deux suites u et v telles que, pour tout entier naturel n : {0< " <1 et
<v, <

limu,v, =1. Démontrer que les suites # et v sont convergentes et que

n—>+o

limu, = limvy, =1.

n—>+0 n—>+0

Exercice 15***
nlO
La suite (ux)nen est définie par u, =2—n .

1) Prouver, pour tout entier naturel # non nul, I’équivalence suivante :

. . 1’
Up+1 <0,95u, si et seulement si (1 + —j <1,9.
n

10
2) On consideére la fonction f'définie sur [1 ; +oo[ par f(x) = (l + l) .
x
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a) Etudier le sens de variation et la limite en +oo de la fonction f'.

b) Montrer qu’il existe dans I’intervalle [1 ; +oo un unique nombre réel a tel que
f(a)=1,09.

c¢) Déterminer I’entier naturel no tel que no— 1 < a < n.

d) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 16, on a :

1 10
(1+—j <L9.
n

3.a) Déterminer le sens de variation de la suite (u,) a partir du rang 16.
b) Que peut-on en déduire pour la suite ?
4) En utilisant un raisonnement par récurrence, prouver, pour tout entier naturel »
supérieur ou égal a 16, ’encadrement : 0 <, < 0,95" "0uy6.
En déduire la limite de la suite (u,)nen.

Des sommes et des produits

Exercice 16***: sommes téléscopiques
Partie A : étude d’un exemple.

‘s . o 1
On considére la suite définie sur N* par @ u, = ———.
n +n
. . 11
1) Vérifier que, pour tout entier #» non nul, u, =—— T
no n+

k=n
2) On note S, la somme S, =Zuk . Montrer que, pour tout entier » non nul,
k=1

1

=1-—
n+1
Partie B : somme téléscopique.
Définition :
Quels que soient les entiers n et p, tels que p < n, on appelle somme télescopique
toute somme de la forme : Z(a
i=p

1 — @), Ol (An)nen €St une suite numeérique.

1) Soit p un entier naturel fixé, calculer, pour tout entier n, tel quen>p,

i=n

Z(“m —al.).

i=p
2) Soit (a, ), est une suite réelle.

a) Simplifier I’expression : Z:(a,.+1 -a, ) .

i=1

b) Simplifier I’expression : 2(2511.+1 -3a,+a, ).

i=1

Exercice 17***: sommes doubles
Définition :

i=n j=m

On appelle somme double toute somme du type Z Z a; = Z a; -

i=k j=k' k<i<n
k'<j<m
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On peut considérer les termes de cette somme _ _
comme les éléments d’un tableau a n lignes et
m colonnes. ay, Gy

.
Pour calculer Z a,; : L “n nj m |

1<i<n
1<j<m

- on peut calculer la somme des termes de chaque ligne, puis additionner ces
n

m
sommes . Z a; ; :Z[Zau]
=

I1<i<n i=1
1<j<m

- ou bien calculer la somme des termes de chaque colonne, puis additionner ces

m n
sommes . Z @ :Z Zaz‘.f'
i=1

1<i<n j=1
1<j<m

Remarque : Avant de se lancer dans le calcul d’une somme double, il faut
VISUALISER les termes du tableau a additionner, pour organiser la sommation :
sommation des lignes ou sommations des colonnes.

Calculer les sommes doubles suivantes :

a) 4,= 3 3" wB=3 L
)B= 2 -

Exercice 18*** : le symbole 11
Définition :
Si (un)nen est une suite de nombres réels, quels que soient les entiers naturels p et n
k=n
tels que p <n, on note Huk le produit u, X Up+; X ... X Uy,
k=p
k=n
Exemple : Hk =n!.
k=1
1) Ecrire a 1’aide du symbole I les produits suivants :
a) 1x3x5x%............ x49.

b) (1+lj(l+lj ..... (1+L].
2 3 20

2.a) Soit p un entier naturel fixé, calculer, pour tout entier n tel que n> p, H
i=p a;

k=n k=n
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, ona: [ J(au, )=a""x (H u, j ,
k=0 k=0

a étant un réel non nul.

k=n k=n k=n
¢) Montrer que, pour tout entier naturel #, on a : Hukvk = (Huk ] x( v, J .

k=0
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k=n k

3.a) Déterminer, en fonction de 7, le produit suivant : T2
k=1 K+

. . o = 1
b) Déterminer, en fonction de n, le produit suivant : H(l - k_z)
k=2

2

e=n 2" xn!

c¢) Vérifier I’égalité suivante : 2k =( ) .
i 2k —1 2n)!

n 2n
4) Démontrer par récurrence la propriété : H(4k - 2) = H k pour n>1.

k=1 k=n+1

Exercice 19***

Soit un réel a donné, on considére la suite (u,) définie sur N par

a a a
u, =Cos| — |COS| — |...COS ol
(2j (2 j (2 ]

1) Ecrire u, a ’aide du symbole IT.

2.a) Avec une formule de duplication, écriresin(a) en fonction de sin (%j et de

o)

. . [ a . . a a
b) Ecrire de méme sm(—} en fonction de s1n(—) etde COS(FJ pour tout

i 2[+|

entier ie I;n—1 (Lanotation « crochets avec double barres » permet de

représenter 1’ensemble des nombres entiers naturels compris entre 1 et n —1.)
¢) En déduire lim u, .

n—>+0

2. Corrigés des exercices 1 a 19

Exercice 1
1(1+1)=2
e e Ix2x3 .
Initialisation: pour n=1, |, 9,3 = 1(1 + 1) = donc 9(1) est vraie.
=2
3

Hérédité: supposons qu’il existe un rang n tel que #(n) vraie.
Pour tout entier » non nul :

ik(k+1)=kn1k(k+1)+(n+1)(n+2)
_ n(n+1)(n+2)

3 +(n+1)(n+2) (par hypothése de récurrence)

(n + 1)(n + 2)(n + 3)

=(n+1)(n+2)[§+1j= 3

On a ainsi montré que: pour tout entier naturel non nul n, $(n) vraie) = P(n+1) vraie.
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U nn+l)(n+2
Conclusion: pour tout entier non nul 7, Zk(k +1)= w )
k=1
Exercice 2
Pl =2 \
Initialisation: pour n =1, (1 y 2]“ =1 +1 = 2(%) = (1) vraie.
2 =2

Heérediteé: supposons qu’il existe un rang n > 1 tel que 9(n) vraie.
Pour tout entier #» non nul :

n+l n

Z(k5+k7)=2(k5+k7)+(n+1)5 +(n+1)

:Z(n(n+1)

4
> j +(n+ 1)5 +(n+ 1)7 par hypothése de récurrence.

:(n+1)4[2£§j4 +(n+1)+(n+1)3J

:%(n+1)4 [n4 +8(n+1)+8(n+1)3J

Développons n* +8(n+1)+8(n+1)3
n* +8(n+1)+8(n+1) =n' +(8n+8)+8(n3 +3n’ +3n+1)
=n'+8n’ +24n> +32n+16
Développons : (n+2)4
(}1-1—2)4 =(n2 —i—4n-i—4)2 =n*+8n’ +24n” +32n+16
nl

On obtient donc : Z:(k5 +k7): %(n +1)4 (n+2)4:2(_(”+1)2(”+2)j

On a ainsi montré que: pour tout entier non nul, () vraie) = P(n+1) vraie.

n 4
Conclusion : pour tout entier non nul 7, Z(kS +k ) - 2( ”(”2+ 1)) '

k=1

Exercice 3
a) Commengons par démontrer pour tout entier n>4: 2" >n” —1.
4-1=15 . .
Initialisation : n=4 » 16 = 2" >4%2—-1 =9P(4) est vraie.

Heéredite: supposons qu’il existe un rang n >4 tel que 9(n) vraie.

Pour tout entier n >4 : 2" =2x2" = 2" 22x(n’ —1)=2"" 221" -2
Comparons 2n° —2 et (n + 1)2 —1 ; ce qui revient a étudier le signe de :
(2n° =2)= (n+1) +1=n =2n-2

Etudions le signe du trindme x* —2x—2.
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A=12 x =1-3<0 x,=1+3<4

Donc, pour tout entier n >4 : n° —2n—2>0.

On en déduit : 2n° —2 2(11 + 1)2 —1, ce qui implique : 2" > (n + 1)2 -1

On a ainsi montré que, pour tout entier n > 4, 9(n) vraie) = P(n+1) vraie.
Conclusion : pour tout entier n >4, 2" >(n+ 1)2 ~1.

b) Démontrons maintenant par récurrence que, pour tout entier n>4 : 2" <n!
o 2" = 16} ) :
Initialisation : n =4 =2"<4! =9P(4) est vraie.
41=24
Hérédité : supposons qu’il existe un rang n >4 tel que 9(n) vraie.
Pour tout entier n >4 : 2" =2x2" <2n!
4<n= 2<n+1=2n!<(n+1)n! or (n+1)n!=(n+1)!
donc 2" <(n+1)!
On a ainsi montré que, pour tout entier n > 4, P(n) vraie) = P(n+1) vraie.
Conclusion : pour tout entier n > 4, 2" <n!
Conclusion : pour tout entier n >4, n* —1<2" <n!.

Exercice 4

u,=-2
oy 4nt—
U, ,=u,rn n

u=-2<1, wu,=-2<2, u;=0<3 mais u,=6>4.

no= 4 est le premier entier tel que u, >n.

Initialisation : n =4

Heérédité : supposons qu’il existe un rang n >4 tel que $(n) vraie.

Pour tout entier n>4 :

u,, =u,+n —n=u,_ >n+n’ —n=su, >n" (par hypothése de récurrence).

Comparons n” et n+1 ; pour cela déterminons le signe de n* — n+1.

Posons : f(x)=x"—x—1

1-+5 1++5

— et x,= .
2 2

Puisque : n>4 : n’—n—-1>0<n" >n+l1.

On en déduit : pour n>4 : u, >n >n+l.

n+l1

A=5 dou: x =

On a ainsi montré que, pour tout entier n > 4, 9(n) vraie) = P(n+1) vraie.
Conclusion : pour tout entier n>4, u, >n.

Exercice 5

1) Initialisation: pourn=0, 0<—-<1 = 90) vraie.

Qo | —

Hérédité: supposons qu’il existe un rang n > 0 tel que P(n) vraie.
Pour tout entier # :

u,, =u,(2—u,)=2u, —(un)2 :1—(1—2un +(u")2):1—(un —1)2
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