Chapitre |

Expérience aléatoire et événements
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Ce chapitre a pour objet de préciser les notions d’expérience aléatoire, d’issues ou réa-
lisations de ladite expérience ainsi que leur représentation au moyen de I'ensemble qui les
réunit de fagon exhaustive en donnant et en illustrant les définitions qui s’y rattachent.

La description ensembliste d’'une expérience aléatoire constitue un préalable essentiel
au concept d’événement aléatoire. Enfin, la définition de la tribu des événements permet de
préciser la notion d’ensemble fondamental probabilisable.

1 Expérience aléatoire, exemple introductif

Comme cela a été dit dans le préambule, le contexte est celui des phénoménes ou ex-
périences aléatoires. Afin d’illustrer les définitions qui constituent les bases de I'étude des
expériences aléatoires, celles-ci sont données en référence a un exemple précis (exemple
[.1).

D’autres exemples figurent dans la section« Résumé » (section 4 page 11) de ce chapitre
et d’autres sont proposés a titre d’exercices (section 5 page 14)
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» Exemple I.1
Considérons I'expérience qui consiste a tirer au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes.

Le contexte d’'une telle expérience souléve quelques questions qui permettent d’énoncer
les définitions fondamentales.

1 - Qu’est-ce qu’un résultat de cette expérience ?

Un résultat particulier de cette expérience est formulé de fagon précise par l'atout ! et la
hauteur de la carte tirée.

2 - Peut-on prédire un résultat particulier avant le tirage d’une carte ?

Il est bien évident que, dans des conditions normales (jeu de cartes parfaitement mélangé
et cartes non visibles au moment du tirage), le joueur ne peut pas annoncer ou prédire la
carte qu’il a choisie tant qu’il ne I'a pas retournée et cela, toutes les fois que I'expérience sera
reconduite dans les mémes conditions.

Cette derniére remarque conduit a formuler la définition suivante :

H Définition 1.1 Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire est une expérience qui, lorsqu’elle est répétée dans des condi-
tions identiques, donne des résultats que I'on ne peut prévoir. (notation : £)

La définition 1.1 précise donc que lors de la réalisation d’'une expérience aléatoire, il n’est
pas possible de prédire son résultat. En revanche, la réponse a la premiere question « Qu’est-
ce qu’un résultat de cette expérience ? », montre qu’il est possible de décrire avec précision ce
gu’est un résultat attendu de I'expérience. Cet aspect est fondamental, car il permet de donner
une description détaillée et exhaustive des issues possibles d’'une expérience aléatoire. Sa
présentation fait I'objet de la section suivante.

2 Description d’'une expérience aléatoire

2.1 Ensemble fondamental et événements élémentaires

Compte tenu de la définition 1.1 d’'une expérience aléatoire et de la réponse a la question
2, il semble naturel de poursuivre avec la question suivante :

3 - Quels sont tous les résultats ou issues possibles de cette expérience ?

Il est évident, mais il est bon de le rappeler, qu’avant de répondre a cette question, il est
indispensable d’avoir répondu précisément a la question 1 « Qu’est-ce qu’un résultat de cette
expérience ? »

'le terme atout est ici utilisé afin de réserver le terme « couleur » & la couleur réelle d’'une carte (rouge ou noir)
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Dans le cas de I'exemple choisi (I.1), un résultat particulier sera constitué d’'un atout (choisi
parmi 4) associé a une hauteur (choisie parmi 8). Il y a donc 32 (4 x 8) issues ou résultats
possibles a cette expérience aléatoire que I'on peut rassembler au sein de I'ensembile :

{7 ;8% ;9% ;10% ; Vs ; D& ; R ; Asde ;7 ;... ;DO ;... ; Ash}

Il apparait bien ici que lorsqu’on réalise une expérience aléatoire parfaitement définie, il est
aisé de décrire de fagon précise et exhaustive ce qui peut se produire a l'issue de cette
expérience.

En d’'autres termes, il s’agit de répertorier tout ce qui est possible en tant que résultat,
réalisation ou issue de ladite expérience.

Cette phase descriptive essentielle et incontournable conduit a la construction de I'en-
semble de tous les résultats possibles, appelé ensemble fondamental. Toutes ces remarques
permettent d’énoncer les définitions suivantes.

B Définition 1.2 Ensemble fondamental des événements

Soit une expérience aléatoire £, 'ensemble de tous ses résultats ou issues possibles est
appelé ensemble fondamental associé a £. On emploie aussi parfois les termes espace
des épreuves, espace des éventualités ou encore espace fondamental. (notation : §2)

W Définition 1.3 Evénement élémentaire

Chaque résultat particulier d’une expérience aléatoire £, qui est un élément de I'ensemble
fondamental 1, est appelé événement élémentaire, ou encore issue ou réalisation de £.
(notation : w ou w;)

Remarque I.1

A ce niveau il est important de noter que les événements élémentaires sont tous distincts
et que par conséquent, un seul d’entre eux sera réalisé a l'issue de £. On dit également
que la réalisation d’'un événement élémentaire exclut la réalisation conjointe de tout autre
événement élémentaire.

2.2 Evénements au sens large

Une fois défini 'ensemble fondamental associé a une expérience aléatoire £ on connait

donc de fagon précise et exhaustive toutes les issues possibles de £ que 'on nomme désor-
mais événements élémentaires.
Toutefois, il est fréquent que I'on soit amené a s’intéresser a des issues dont la définition ou la
formulation correspondent a un niveau de description plus large que celui fourni par les évé-
nements élémentaires et dont la réalisation peut résulter de celle de différents événements
élémentaires. Dans ce contexte, on parle alors d’événement au sens large ou tout simplement
d’événement aléatoire. Les exemples qui suivent permettent de fixer les idées et de formuler
quelques remarques qui introduisent la définition précise d’un événement aléatoire.

Reprenons I'exemple I.1. Lorsque I'on tire une carte d’'un jeu de 32 cartes, il est possible
que la régle du jeu adoptée précise les seuls résultats qui seront pris en considération et qui
ne sont pas nécessairement des événements élémentaires (Cf. définition 1.3). Les exemples
1.2 a .4 qui suivent illustrent ce propos.

Rappelons tout d’abord que :

Q= {7% ;3% ;9% ;10 ; Vé ;D& ; Rb ; Ash ;7{ ;... ;DO 5 .. Asl}
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Exemple .2 Seul I'atout nous intéresse

A lissue du tirage, le joueur pourra par exemple déclarer qu'il a tiré un « Ceeur » s'il a tiré
'une quelconque des 8 cartes du jeu qui correspondent a I'atout coeur (méme chose pour
les 3 autres atouts). En d’autres termes, le résultat « C'eeur » sera réalisé si I'événement
élémentaire correspondant a la carte tirée appartient au sous-ensemble de (2 :

O ={70;80;90;100;V0 ;DY ;RO ; AsO}

On peut définir de la méme maniére les 3 autres issues correspondant a &, > et #

Exemple 1.3 Seule la couleur nous intéresse

A lissue du tirage, le joueur pourra par exemple déclarer qu'il a tiré la couleur « Rouge »

s'il a tiré I'une quelconque des 16 cartes du jeu qui correspondent a « Ceeur » (V) ou

« Carreau » ({). Dans ce cas, avec les notations de I'exemple précédent, on pourra dire

que « Rouge » est réalisé si la carte tirée appartient au sous-ensemble de 2 Rouge =
QO U $ etque « Noir » est réalisé dans le cas contraire (Noir = & U #)

Exemple 1.4 Seule la hauteur de la carte nous intéresse

Lévénement « As » sera réalisé si la carte tirée appartient au sous-ensemble

As = {Asd ; As{ ; AsQ ; Asb}

tandis que le joueur pourra déclarer avoir tiré un « Huit » si la carte tirée appartient au
sous-ensemble de Q Huit = {8& ;8 ;80 ; 34}

Lanalyse des 3 cas précédents 2 illustrés sur la figure 1.1 améne & formuler quelques re-

marques qui permettent d’étendre la notion d’issue d’'une expérience aléatoire par la définition
d’'un événement aléatoire au sens large.

Q

% 3% 0% 108 Ve D& e Asd As = {Asd ; As$ ; AsQ ; As}

wrowrowsow s we W W = {ws} Uf{wis} U {waa} U {wse}

7o 80 9% 100 VO DO RO Asd

W9 Wio W11 WwWi2 W13 Wi4 Wis Wie

=|J{w:} avec I ={8,16,24,32}

iel

70 80 90 100 VO DO RO As© 32 16 24
W17 Wi Wi9 W20 W21 W22 W23 W24 ® = U {wz} <> = U {W'L} Rouge = U {wz}
1=25 1=9 =9

7® 86 9% 1064 VA D& R Ash
W25 Wee War Was W2e W30 W3l W32 Noir = U {w;} avec T =1{1...8,25...32}
il

FiG. I.1 — Ensemble fondamental et événements de I'exemple 1.1 du tirage d’'une carte.

Remarque 1.2

Dans les trois exemples (1.2 a 1.4), les issues nommeées (« Ceeur », « Rouge », « Huit »,
...) sont représentées, non pas par des événements élémentaires, mais par des sous-
ensembles de (). De ce fait, les points-virgules ";" qui séparent les éléments dans les listes
représentant les événements « Ceeur », « As » ou « Huit », correspondent a I'opérateur
"U" d’'union ensembliste. En effet, 'événement « As » est par exemple représenté par
le sous-ensemble formé par la réunion de tous les événements élémentaires de ) qui
correspondent a un As (Cf. figure 1.1).

2 e lecteur est encouragé a trouver d’autres exemples a partir du méme ensemble fondamental Q.
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Les événements élémentaires constituent donc, de fait, le niveau de description le plus
précis et le plus détaillé de I'expérience aléatoire, mais cette description n’est parfois pas adé-
quate nirequise. La réunion de certains d’entre eux au sein de sous-ensembles de () constitue
alors d’autres niveaux de description et d’interprétation plus élaborés ou plus adaptés a ce
que I'on cherche. Cette structure particuliére d’issue d’'une expérience aléatoire entraine la
remargue suivante.

Remarque 1.3

La réalisation d’'un événement élémentaire implique la réalisation de tous les ensembles
ou sous-ensembles auxquels il appartient. Par exemple, si on tire I'As de Coeur (événe-
ment élémentaire AsQ), on peut de fait déclarer que les événements As, O ou Rouge
sont réalisés.

Les exemples I.2 a |.4 ainsi que les remarques 1.2 et 1.3 permettent de donner maintenant
la définition suivante d’'un événement aléatoire ainsi que celle de 'événement certain.

B Définition 1.4 Evénement aléatoire

Un événement aléatoire est un événement lié a une expérience aléatoire £ précise. Il
dépend exclusivement de 'événement élémentaire qui est réalisé a l'issue de cette ex-
périence. C’est donc un sous-ensemble ou une partie de I'ensemble fondamental ) (Cf.
figure 1.1) (notation : A ou A;)

B Définition 1.5 Evénement certain

Par définition, Q) inclut tous les événements élémentaires de £ et il est donc, d’apres la
remarque 1.3, systématiquement réalisé. Pour cette raison il est appelé événement certain
liéac&.

2.3 Représentation de 'ensemble fondamental

La figure 1.1 donne une représentation graphique de I'ensemble fondamental et des évé-
nements relatifs a I'expérience aléatoire du tirage au hasard d'une carte dans un jeu de 32
cartes (exemple 1.1 page 3). Cette représentation sous forme de graphe, appelé diagramme
de Venn, est trés souvent utile afin de visualiser les situations et événements sur lesquels
porte le probleme posé. Un schéma plus général que celui de la figure 1.1 est présenté sur la

figure 1.2.
w + événement A = U{wi}
| X i€l

FiG. .2 — Diagramme de Venn

événement élémentaire

2.4 Ensemble fondamental et tribu des événements

Les définitions 1.3 et 1.4 invitent donc, pour un ensemble fondamental €2 donné, a distin-
guer les événements élémentaires, éléements de €, des événements aléatoires au sens large
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qui sont des sous-ensembles ou parties de ().

Dans le cadre d’une expérience aléatoire donnée et selon les motifs ou objectifs fixés, il
faudra donc considérer et déterminer, outre 'ensemble fondamental §2, un ensemble de par-
ties de () correspondant aux événements aléatoires liés a cette expérience et au probleme
posé.

Toutefois, en accord avec la définition d’'un événement aléatoire (définition 1.4), 'ensemble
des parties de €2 qui sera choisi doit vérifier quelques propriétés liées a la notion méme d’évé-
nement et d’expérience aléatoire.

Les remarques qui suivent précisent quelques-unes de ces propriétés attendues 3

Remarque 1.4

Si A et B sont deux événements liés a I'expérience aléatoire £, alors il semble normal
de considérer que la réalisation conjointe de A ET B (correspondant a la partie AN B
de §2) est également un événement lié a £. Par exemple, si A est I'ensemble associé a
I'événement « As » et B I'ensemble associé a I'événement « Rouge », alors

ANB = {Asd;As) ; AsQ ; As@N {70 ;80 ...; RO ; AsQ ;7H ;80 ...; RO ; As}
= {AsQ;AsQ} C O

AN B représente ici I'événement « tirer un As rouge ».

Remarque 1.5

Si A et B sont deux événements liés a une expérience aléatoire &£, alors il semble normal
de considérer que la réalisation de A OU B (correspondant a la partie A U B de §2) est
également un événement lié a £. En reprenant 'exemple des événements A et B de la
remarque précédente, il apparait bien que

AUB = {Asd;As) ; AsQ ; As@U{70 ;80 ...; RO ; AsQ;7H ;80 ...; RO ; As}
= {Asd; As# ;70 ;80 ...; RO ; AsQ ;7H ;80 ...; RO ;AsO C Q

A U B correspond a I'événement « tirer un As OU la couleur rouge » (le OU n’étant
pas exclusif)

Remarque 1.6

Si A est un événement lié a une expérience aléatoire &, alors il semble normal de consi-
dérer que la non réalisation de A (correspondant a la partie A, complémentaire de A dans
Q) est également un événement lié a €. Sil'on reprend B = Rouge, alors B = Noir C Q.

Intuitivement, les propriétés évoquées ci-dessus incitent a considérer 'ensemble P(£2) des
parties de {2 comme I'ensemble des événements liés a une expérience aléatoire.

Plus précisément, et en accord avec les remarques précédentes, on est amené a considé-
rer des classes particulieres de parties de €2 appelées tribus. Les tribus présentent de bonnes
propriétés pour le calcul des probabilités et permettent ainsi d’étendre la définition d’ensemble
fondamental a celle d’ensemble fondamental probabilisable.

3Le lecteur est invité & compléter les exemples fournis ici pour illustrer ces remarques.
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H Définition 1.6 Tribu des événements
Soit Q) un ensemble. Un ensemble T de parties de () est appelé une tribu (ou encore
o-algébre) si :
1. QeT
2. SiA €T alors A c T avec A, complémentaire de A dans ) (stabilité par passage
au complémentaire)

3. SiA,As, ... €T alors U A; € T (stabilité par union dénombrable)
i€ICN

Remarque 1.7
Les conditions 2 et 3 de la définition 1.6 impliquent qu’une tribu est également stable par
intersection dénombrable :

Si A1, Ao, ... €T alors ﬂ A, eT
i€ICN

2.5 Ensemble fondamental probabilisable

H Définition 1.7 Ensemble fondamental probabilisable

Les événements aléatoires, éléments d’une tribu T, sont appelés les parties mesurables
de 2 (la mesure qui intervient dans le cadre de ce cours sera une mesure de probabilité).
Le couple (2, 7) est alors appelé ensemble ou espace fondamental mesurable ou plus
exactement ici, ensemble ou espace fondamental probabilisable.

La description de () reposant sur 'ensemble de tous ses éléments (événements élémen-
taires ou issues de I'expérience aléatoire) offre une vision « atomique » d’'une expérience
aléatoire, tandis que la description fournie par la tribu associée a €2 en offre une vision « ma-
croscopique » et particuliere comme l'illustrent les quelques exemples de tribus suivants :

» Exemple 1.5

T = {0,Q} est parfois appelée tribu grossiére ou triviale

» Exemple 1.6

T = {0, A, A,Q} est appelée tribu de Bernoulli

» Exemple 1.7
7T = P(Q2) est parfois appelée tribu discréte
Le choix d’'une tribu compléte donc la description d’'une expérience aléatoire en précisant
'ensemble des événements, parties de €2, auxquels on porte un intérét particulier. De ce point

de vue, la notion de tribu engendrée par une famille de parties et plus particulierement par
une partition de Q2 est d’un grand intérét et se trouve présente dans de nombreux problémes.

W Définition 1.8 Tribu engendrée

Soit Q # (), et A, une classe non vide de parties de Q. S'il existe une plus petite tribu T
contenant A, alors T est appelée tribu engendrée par A.
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2.6 Tribu engendrée par une partition

Une partition constitue une classe particulierement intéressante de parties non vides de
Q) et cette représentation sera présente dans de nombreux problémes. Il n’est donc pas in-
utile de rappeler la définition d’une partition de €2, que I'on appelle aussi systéme complet
d’événements. Une illustration en est donnée a la figure 1.3.

W Définition 1.9 Partition ou systéme complet d’événements

Soit £ une expérience aléatoire et ) son ensemble fondamental. On appelle partition
ou systeme complet ou exhaustif d’événements sur €, toute famille finie ou dénombrable

{Aii€ ICN*} de Qitelleque A;NA; =0V i#jet | A =0
=1

Q

FiG. 1.3 — Partition ou systéeme complet d’événements sur un ensemble fondamental

Conformément aux définitions 1.8 et 1.9, on peut donner ici quelques exemples de tribus
engendrées par une partition.

» Exemple 1.8 Tirage d’une carte et tribu de Bernoulli

Dans le cas de la tribu de Bernoulli (Cf. exemple 1.6), 7 est engendrée par une partition
constituée d’un événement unique A. Dans le cas de I'expérience aléatoire du tirage d’une
carte (exemple 1.1), si on ne s’intéresse qu’a la couleur, on choisira comme tribu d’événe-
ments, la tribu engendrée par « Rouge » (ou « Noir »), soit 7 = {0, Rouge, Rouge =
Noir,Q = Rouge U Noir}

» Exemple 1.9 Tribu engendrée par une partition en 3 parties.
Considérons par exemple une partition A = {4 , A2 , A3} de Q, la tribu engendrée par
Aestlafamile T = {0 ,A; ,Ay , A3 , A1 UAs ;A UA3 , Ay U A3 , A1 UAyU A3 =Q}
» Exemple .10 Seul I'atout nous intéresse
On choisira alors la tribu engendrée par la partition {& , > , O, &}
» Exemple .11 Seule la hauteur de la carte nous intéresse

On choisira cette fois la tribu engendrée par la partition {7,8 ,9,10,V ,D R, As}

3 Les divers types d’ensembles fondamentaux

La description d’'une expérience aléatoire par un ensemble fondamental probabilisable
(Q, T') étant admise, elle doit, pour étre compléte, prendre en considération la structure de 2.
Celle-ci est liée a I'expérience aléatoire et a la nature des événements élémentaires qu’elle
engendre. Dans la grande majorité des problémes auxquels est confronté I'ingénieur ou le
chercheur, la distinction entre le cas discret et le cas continu s’avére suffisante. Cette dis-
tinction est primordiale car elle a un impact direct sur la modélisation probabiliste d’une expé-
rience aléatoire.



