CHAPITRE 1. LES NOMBRES COMPLEXES

Capacités attendues

e Effectuer des calculs avec des nombres complexes quelle
que soit leur forme d’écriture «a la main» ou avec une
calculatrice.

e Passer d’'une forme a une autre.

e Résoudre une équation du second degré a coefficients réels
Représenter I'image d’une droite par une « transformation
complexe ».

e Déterminer et construire I'ensemble des points d’affixe z

vérifiant |z - a| =k ou arg(z—a)=k.

> Prérequis
e Connaitre les mesures en radians des angles
e Connaitre les valeurs du sinus et du cosinus des angles remarquables

> Exercices1a4

Pour se préparer

Equation du second degré dans C
1. Montrer que 1’équation du second degré z° —2z+4=0
(E) n’admet pas de solution dans R.

2. Vérifier que le nombre complexe z =1+iV3 (i*=-1)
est une solution de (E).

Objectif
Vérifier qu’un nombre
complexe est solution

d’une équation du se- _
cond degré. 3. Vérifier que le nombre complexe z, =1-ix/3 est aussi

une solution de (E).

4. Représenter z, et z_1 dans le plan. Puis donner, éventuellement en utilisant la représentation
graphique, le module et un argument de chacun de ces deux nombres complexes.
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LE COURS

1. Forme algébrique d’un nombre complexe

1.1. Définition

On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ib ou a et b sont deux nombres réels
et oll i est un nombre tel que i = —1. L’ensemble des nombres complexes est noté C.

Note importante : en physique on note généralement j le nombre i afin d’éviter les
risques de confusion avec la notation pour 1’intensité d’un courant.

Quelques exemples : 3 + 21, 5 — 1, 21, —3 sont des nombres complexes.
Pour un nombre complexe z = a + ib a est la partie réelle de z et b est la partie imaginaire.

On note alors Re(z) la partie réelle et Im(z) la partie imaginaire. Si un nombre complexe z a
sa partie imaginaire nulle il s’agit alors d’un nombre réel, si un nombre complexe a sa partie
réelle nulle on dit que c’est un imaginaire pur.

Bon a savoir : la partie imaginaire n’est pas ib mais b.

1.2. Egalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes sont égaux s’ils ont la méme partie réelle et la méme partie imagi-
naire.

2. Les opérations sur les nombres complexes

2.1. Addition et soustraction de deux nombres complexes

Pour faire la somme de deux nombres complexes il suffit d’additionner les deux parties réelles
d’une part et les deux parties imaginaires d’autre part.

Exemple : siz, =2 +3ietz;,=—6+1i ona z,+z,=(2-6)+13+1)=—4+41.

Pour la différence de deux complexes on procéde de la méme maniére que lorsqu’on enléve des
parenthéses apres un signe moins.

Exemple : avecz; etz ona z, —z, =(2+3i)—(6+1) =2+3i-6-i =—4+2i.

Remarque : la somme et la différence de deux nombres complexes ont les mémes propriétés que
ces mémes opérations dans I’ensemble des nombres réels.

2.2. Produit de deux nombres complexes

Pour faire le produit de deux nombres complexes on procéde comme lorsque 1’on fait un produit

de réels en développant et en tenant compte du fait que i* = —1.
On obtient : (a+1b)(c+1id) = ac —bd +i(ad + bc).
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APPLIQUER

Al. Identifier la partie réelle et la partie imaginaire d’'un nombre complexe

Pour chacun des nombres complexes suivants donner sa partie réelle et sa partie imaginaire.

1+i\/§

2, =342z, =5-2i; 2, =iN2; 2, =5, z, = 1+/2 + 2i; z, =1 + 21 +/3 —iv/2; 2, = :
> Correction

Re(z;) =3 etIm(z;) =2. Re(z;) =5 et Im(z;) =—2. Re(z;) = 0 et Im(z;) = V2.

Re(z,) = -5 et Im(z4) = 0. Re(zs5) = 1++/2 et Im(z5) = 2. Re(zg) = 1 ++/3 et

V3

Im(z,) = 2-42. Re(z,) :% et Im(z,) 27.

A2. Effectuer la somme ou la différence de deux nombres complexes sous forme algébrique

On considere les nombres complexes z, =5+2i et z, =1-3i. Calculer z, +z, et z, —z,.
» Correction

z,+z, =(5+2i)+(1-3i) z,—z, =(5+2i)—(1-3i)
=5+2i+1-3i =5+2i—-1+3i
=6—1. =4+ 5i.

A3. Calculer le produit de deux nombres complexes sous forme algébrique

On consideére les nombres complexes suivants : z, =1+ W2 et Z, = V3 +i. Caleuler zz, .
> Correction

z,z, = (1+iV2)3 +1)
=3 -2 +i(1+6).

Sans correction
A4. En utilisant les nombres complexes du A3 calculer z, + 2,5 7,5 2, -

> Exercices5a 12
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LE COURS

La multiplication de deux nombres complexes vérifie les mémes propriétés que la multiplication
de deux nombres réels, y compris les identités remarquables.

2.3. Quotient de deux nombres complexes

2.3.1. Conjugué d’'un nombre complexe
On appelle conjugué du nombre complexe z=a+ib le nombre complexe noté¢ z et défini par
z=a-1b.
Exemple : le conjugué de z, = 2+3iest z, =2 —3i.
Résultat important :

Siz=a+ibona zz=a’+b’. Le produit zz est donc toujours un réel positif.

2.3.2. Quotient de deux nombres complexes
Pour calculer le quotient de deux nombres complexes on multiplie son numérateur et son déno-
minateur par le conjugué de son dénominateur. (On utilise pour le dénominateur le résultat im-
portant du paragraphe précédent.)
Exemple :

i3 (1+iV3)(1-1v2) _1+£+i(ﬁ—\/§)
L+iV2 o (1+iV2)(1-iV2) 1+2

:—1—\/€—i(\/§—\/5)__1_\/€+i\/§—«/§‘

3 3 3

2.3.3. Inverse d’'un nombre complexe
Pour obtenir I’inverse d’un nombre complexe on procede comme pour calculer un quotient et on

. 1 a+1ib a . b
obtient : = =

= -1 .
a+ib a*+b* aF+b AP +b°
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APPLIQUER

A4. Conjugué d’un nombre complexe

Pour chacun des nombres complexes suivants, donner son conjugué :
z,=2+31 z,=5-1 z,=6 z,=2i

» Correction :

21=2-3i z=5+i z3=6 2z4=-2i.

Ab5. Effectuer le quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique
1+i (1+i3)1-i) V2+iV2
e R £ SN B

Simplifier les nombres complexes suivants :

> Correction

On obtient :
L (wiB)a-h (+iB)a- iz (V2iV2)(V3 i)
I+1 (1+1) - = — =
P 1+i 2 J3-i 3-1
Y (1+iv/3)(-2i) J6 -2 +i(V6++2)
) N B 2
=i =\3-i o2 V62
2 2

A6. Calculer I'inverse d’'un nombre complexe sous forme algébrique

Pour chacun des nombres complexes suivants calculer son inverse sous forme algébrique :
z,=1+1 z,=2-31 z, =61

> Correction

LU U S 1.1
z, 1+i1 z, 2-3i z, 61
2 4+9 36
I 1 2 3 1
=———1 =—+4 — =——1
2 2 13 13 6

Sans correction

z, z L.z

A7. Avec les nombres complexes du A6 calculer —- ; =% et en déduire —- .
Z z 4
2 3 3
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3. Lignes de niveau

3.1. Représentation graphique d’un nombre complexe

Si z est le nombre complexe x + iy avec x et y réels alors on peut lui associer le point M de coor-
données (x, y) dans le plan si celui-ci est rapporté a un repére orthonormal (O; u,v ) . Le point M
est alors appelé image du nombre complexe z et z est 1’affixe du point M.

3.1.1. Lignes de niveau
e Lignes de niveau de z+— Re(z)
On appelle ligne de niveau a de z+—~ Re(z) ’ensemble des points du plan rapporté au repére

orthonormal (O; u,v ) d’affixe z vérifiant Re(z) = a.
Ces lignes de niveau sont les droites d’équation x = a. (Elles sont paralléles a I'axe(O; v).)

Exemple : quel est ’ensemble des points du plan images des complexes z =2 + iy ou y est un
réel ? Il s’agit de la ligne de niveau de Re(z) = 2. C’est donc la droite d’équation x = 2.

e Lignes de niveau de z+—~ Im(z)
Il s’agit ici de I’ensemble des points du plan d’affixe z vérifiant Im(z) = b. Ces lignes de niveau

sont les droites d’équations y = b. (Elles sont paralleles a I’axe (O; ;l) )
> Exercices 37, 38

4. Equations du second degré

Rappels des résultats dans I’ensemble R.
Pour résoudre ’équation az” +bz+c =0 on calcule d’abord le discriminant du polyndme. On
obtient A=b*>—4ac. Si le discriminant A est positif 1’équation a deux solutions réelles don-

—b—~/A —b+~/A
=— " etz =— |
a 2a

nées par : | z, 5

e . . —b
Si le discriminant A est nul I’équation a une solution « double » donnée par : z, =z, =2— :
a

On peut résoudre aussi cette équation dans I’ensemble C des nombres complexes. Pour le
discriminant A positif ou nul on obtient les mémes résultats que dans R et nous admettrons
que :

Pour A négatif I’équation admet deux solutions complexes conjuguées données par :

—b—iv-A —b+iV=A
—_— ¢t z, =—.
a

T 2 2a
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APPLIQUER

A8. Résolution d’'une équation du second degré dans C

Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes les équations suivantes :
(E) 22 +2z+2=0
(E,)) Z2+z+1=0.

Pour cette deuxieme €quation montrer qu’une des deux solutions est le carré de 1’autre.

» Correction

Pour (E)) : on obtient A =—4 donc I’équation admet deux solutions complexes
-2-2i . —2+2i

z, = =-l-ietz = =

2
L’ensemble des solutions est donc S = {—1 +1;-1 —i} .

—1+1

Pour (£5) : le discriminant vaut —3 et on obtient z, =

~1-i 3_—1+i\5}

Z, >

On aalors S =
2 2

On remarque que

(—1—i\/§J2:1+2i\/§—3
4

2

2423
4

-1+ i3
—
Donc z° =z,. A-t-onaussi z,” =z ?
Sans correction
A9. Résoudre dans C les équations suivantes :
(E1) (Z—2+3i)(z+i) =0
(Ez) —2z2+2z-1=0
(E,) z*—4z+8=0.

> Exercices 22 a 25

~1-i\/3 o C1+i3
— LS
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5. Forme trigonométrique d’un nombre complexe

5.1. Module et argument d’un nombre complexe
Si le nombre complexe z = a + ib a pour image le point M dans le plan, alors on appelle module
de z la distance OM. Ce module est noté |z| et on obtient |z|=+/a’ + b , on appelle argument

de z si z n’est pas nul et on note arg(z) une mesure de 1’angle orienté (L?,OM ) . Si on note &

a et sin(e):i.
& E

Dans ce cas le nombre complexe z peut s’écrire z = |z|(cos(¢9) +1sin(@)) .

0].

Le dernier résultat obtenu s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe z.

cet argument on a cos(6) =

On le note aussi z = [|z

Remarque importante : |z|2 =zz
» Rappel : valeurs remarquables

T T i T
6(rad) 0 5 7 3 >

1
cos @ 1 \/_§ E — 0

2 2 2

1

sin 6 0 - \/_f E 1

2 2 2

5.1.1. Opérations sur les nombres complexes écrits sous forme trigonométrique
Si les deux nombres complexes z; et z, s’écrivent :

z,=|z|(cos 6, +ising)) et z, =|z,|(cos @, +isin6,) onaalors :

:m et arg(iJ:HI—Hz.
V4

|Zz| 2

A

|ZIZZ|:|ZI||ZZ| et arg(zz,) =6 +0, ;

2y
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