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 � � ���	 ����� �
�
���
(Ei)i∈I ����������� ��� �
��� 
� ��
��� ��� �
�
��� (xi)i∈I ���������� ����� ���
���	 ���� i �
�� I �� 

� xi ∈ I ! �� ��
��	�� ��	��� �� ���� �
����
������
���
�
	 �� ������� �
�� ��
��� ��������� "� ���� 
���
 ��������	 ���� �
 ��	��
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�
����� � � #��� �	���
� ����������� ��� �
��� ��� ��� �
�� !�
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���� ��
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���� ��
$
�
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	�&
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����	( )�
	��
� $
�
��%#
	�&
* � � +
�� R3 �
 ���� ����
��	�
���� �
	�
�� ��	���� �� ��
���	
��	� ��� �
��� 
� ��� ����
��� �� �������	 ����� ��
�� ����	� ,�
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��
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"� ���� E �����
�� ����� R3 ���
 �� ��� ��	����	�� �
��	����� �����
�� �����	
��
�� 
1�� ����
�
���

"� ���
2�� �
	 (�, �,�) �
 �
�� �
���
��� �� E �� ���� �	
���� �����
�� ��
���
�
�� ��� ����� �
�� ��� �
	����� �� ��
�� (0, 0, 0) ��	
 �
�������� ���� O�
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�� �� �������� �� 	�
���
������
���������

���� ����	�
 A �� B �� E 
�
� �	��
 ��������	
�� ��
 ���������	
 ��
 ������
D����	����
��
� 
	 �� 
������
� 
	 	� ��	
�� �
 ���������
� ϕ �� E ����
�����	��
�
� 	
�����	� �	������ ��� ��� ϕ(A) = B� �
 ���	� ����
 ADB �� 	� �
� ���	� ���	�

���	� ���
� �����	�
 �����	����
�� 
�� ���

����� ��
 ����	�
 �� E�

��	� A �
� ����	� �� E� �
 ������� ������ �� A �����  ��	���� !
	� (A1, . . . , An)
�� ����	�
 �� A� ���
��������
� �	��
� ���� � ���� �	
"�	
��
 �� ��
� �� ���
	�

�
� A�

��
 ����	�
 A �� B �� E 
���
� �	��
 ���������������	
�� �P����	����
��
 �

������� 
�	� ��	
�� �
 �
�	�� n �� ���� ������
 (A1, . . . , An) �� (B1, . . . , Bn) ��
����	�� �� A �� 
���
� �� B ���
 ��� ���� ���� i �
 �	� AiDBi� #
 �������

�����
 	� �
� ��

	��� �� �������� A �
 �
 ������ ��	� ����

���	� �������
� ���$

���������
� ��
 ��������� ��

� B�

�
 �������� ����
� ����	� A �� E �
� �	�� ���
�� 
�	� ��	
�� �
� ����� ��	 ��
��
�	�
� �� ��	
���	��� 
�
 �	�� 
	 ���� ��
�	�
� �
� ����� �� ��%�
 
��	�����
�
��
	�	 �

#
!
 �
 ��

	������ ����� ��

� ��  �	� ����
� ���
	�
 ��
�������� ���
�

�����
 ��
��������
 �
� ��
�������� �� ��� �� �����	� ���
 
����� !
	 ���
�

�����
 ��
��������
 �
� ��
����������

�������� ���	��

�� ���	 �
���� �� P���������	���

&� ��	�
� A �� A′ ���
�� B �� B′� ���� ����	�
 �� E �	
"�	
��
 �� P����	����
��
�
����
���� ��� A ∪A′ �� B ∪B′ 
�
� P����	����
��
�

'� ����
���� ��� P �
� �
� �����	�
 �����	����
�� 
�� ���

����� ��
 ����	�

�� E�

(� �
 
��� S ���

����� S =
{
(x, y, z) | (x, y, z) ∈ E �� x2 + y2 + z2 = 1

}
���
�����	�� �� 
�)$�� �
	�� �� E� �
 
��� Γ �� ������ ����
� �
 �����
�
S ��� �� ���
 �������	�
 z = 0�

��� #
 
�	
����

�
� � ���

����� A = {(cosn, sinn, 0) | n ∈ N} �����	� ���
Γ �
� P����	����
�� � Γ\ {(1, 0, 0)}�

��� ����
���� ��� S �
� P����	����
�� � S\ {(1, 0, 0)}�
��� ��	� K �� �����  ����� �� ��
��� O �� �� ��%�
 1� ����
���� ��� K �
�

P����	����
�� � K\ {(1, 0, 0)} �	

	 ���� K\{O}�
*� ��	�
� A �� B ��
 ����	�
 �� E� �
 
� �����
� �������	� ��� 
	 �)���� ����	�

�
� P����	����
�� � �
� ����	� �� ������� ����
 A �� B 
�
� P����	����
��
�
+��� ���� 
�	�
� A′ �� B′ �����
 ��� A′ ⊂ A, B′ ⊂ B� �
 
����
� APB′ ��
BPA′�
��� ,�
�	!�� ���	� �
� ��

	��� �� ������� �
 ������ (A1, . . . , An) �� A ��

�
� �	"���	�
 f : A → B′ ���
 ��� ���� ���� i ������	���	�
 f ��-
�	��
���� �
 ���������
� 
�� Ai� �
 ��

���	� �� �.�� �
� ����	���	�

�	"���	�� g : B → A′ 
������

�� � �
 ������ (B1, . . . , Bp) �� B�

��� �� ����	
 ��� ��
�� ���
	
	�� �
	��
�
�� ���
	
	�� ����	
 ����
	

�� ��
� �������� �� ���
	��

��� �	
���
�����
�
�� ��������	�� ���� ����



��� ������ ��

��� �� ���� f̂ : A → B �� ĝ : B → A 	�
 ���	
���
��
 ��
 ��


��� �����
f �� g� �� ����
� 	���
���	� X ��� 	� �����	�

X =
⋃
n∈N

(
ĝ ◦ f̂

)n

(A\A′)

���
 ����� �����	�
(
ĝ ◦ f̂

)n

��

��� 	� n�
��� 
����� �� ĝ ◦ f̂ ���� 	�
�������
�� ��� ���� n = 0 
	 
���
� �� 	����	
���
�� 
����
��� �� A� ��
����
� �	��
 	����	
���
�� h : A→ B ���{



x ∈ X �	��
 h(x) = f(x)



x ∈ A\X �	��
 h(x) = g−1(x)

��
�
��� 	���

����� �� 	� �
����
�
��� �� 	����	
���
�� h�

���  �������� ��� A �� B 
��� P����
��	����
�

�������� �	
���

�� ���� ����	
��	 �� 
	
���� ������ �� �� ����
� ���	
�

�� ���

���� 	�
 ���� ����
��
 ! ���"�
���
 ���	


U =

⎡⎣ 0 1 0
1 0 0
0 0 −1

⎤⎦ �� V =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 − 1
2

√
3
2

0 −
√
3
2 − 1

2

⎤⎥⎦
�� 	��� ���� ��
����
������ u �� v 	�
 ��������#

��
 �� E �����
����
 ��� U ��
V ���
 	� ��
� �����
����

$� %���������� �������
������� u �� v & ��	��	�� un �� vn ���� ���� n ���
 Z�

'� �� ��

��� ��� G 	� ������ ��	�
�	
���
� �	�
 ◦� �������� ��� u �� v�
���  �������� ��� G �
� ���
�
��� �� 	�
����
�� ������ e� �� u �� ��
 �	��

����
 �� 	� �����

r = uε1 ◦ vn1 ◦ u ◦ vn2 ◦ u ◦ · · · ◦ u ◦ vnk ◦ uε2 �$�$�

�( k ����
� N∗) εi �
� ��

 ���
 {0, 1} �� �#���� ni �
� ��

 ���
 {1, 2}�
��� *�
� r �� �	����� �� G �� 	� ����� �$�$� �� ���� 	����	 �� � ε1 = 0

�� ε2 = 1� *�
� R 
� ����
�� �����
�����
�� ���
 	� ��
� �����
���)
��������� ���

R =
1

2k

⎡⎣ a1 b1 c1
√
3

a2 b2 c2
√
3

a3
√
3 b3

√
3 c3

⎤⎦
�( ai, bi, ci ��

����� ��
 ���
��
 ��	��
�
 ���� �� ������
���� 	�
 ���
��
�
+� ����
�� ��� r �= e �� r �= u�

��� ������ �	� 
��� ����� �	���
�� �� �����
� 	�� ���	�� 
	 �������� 

� 
� �������

�������
� � � �
 A �� B ���� 
�	� ��������� �� ��
� ��
��� � �� ��
� 	�� 
� ���
�� 
� A 
���

B �� 	�� 
� ���
�� 
� B 
��� A! ����� 
� ��
��� 	�� �
 ���
�� ����� A �� B" #



�� �� �������� �� 	�
���
������
���������

��� �����	
�
 �
� 	�
	 ������	 �� G\{e, u} �� ��	 �� ����� 
���
� ��
�
�� ��
�� ������

��� �	����
 �
� G ��	 
� �������� ������
�����

�� �� ����	
� 
�� ��
	�	��� {G1, G2, G3} �� G �� �� �����
� �
����	� �
 ��

 	�
	 n ���� N ��� ������	�

(
v2 ◦ u)n ���	 ��� ���� G1

 ��

 	�
	 n ���� N ��� ������	� u ◦ (v2 ◦ u)n ���	 ��� ���� G2

 ��

 	�
	 n ���� N ��� ������	� v ◦ u ◦ (v2 ◦ u)n ���	 ��� ���� G3

 ��!� ��� �
	
�� ������	� �� G ���	 ��� ���� G1 �
���� G2 �	 G3� ����� �
�
��

 ���������	��� ����� �������� " #�
�$� ��
 u �
���� v �	 v2�
�����	
�
 �
� G3 = vG2% G2 = vG1, G1 = u (G2 ∪G3)�

&� '��	 D �� ��
� �������� �� S ��!�� ��


D = {x | x ∈ S �	 ∃r ∈ G\{e} r(x) = x}

�����	
�
 �
� �(�������� D ��	 ������
���� �	 �
� 	�
	 ������	 �� G ������
�	���� ��� ��������� D �	 S\D�

)� *�

 	�
	 ������	 x �� S\D �� ��	� x̂ �(�
��	� �� x ��
� �(��	��� �� G%
+
�	�!�
 �
� ��� �
��	�� ����	�	
��	 
�� ��
	�	��� �� �(�������� S\D�

,� �� ����	

�	 
� �������� T �� �$��������	� 
� ������	 ���� �$��
�� ���
�
��	�� �
������	��� �� ���� ���
� A = G1(T ) = {r(x) | r ∈ G1 �	 x ∈ T }
�	 �� �-�� B = G2(T ) �	 C = G3(T )�

��� �����	
�
 �
� (A,B,C,D) ��	 
� �
..�� �� S�

��� �����	
�
 �
� CDB, BDA, AD(B ∪ C)�

��������� 	
����

�� ���� ���	
� �� �����
����� ������

�� '����	 S′ �	 S′′ ��� ��$�
�� �� 
�/�� 1% ���+���	�� �� S �	 ��	
� �����% ��
���	
�� 
�����	��� O′ �	 O′′� '����	 (A′, B′, C′, D′) �	 (A′′, B′′, C′′, D′′) ���
�
..��� �� S′ �	 S′′ �
� �� ���
����	 �� (A,B,C,D) ��
 ��� 	
�����	����
����/��	 O �

 O′ �	 O �

 O′′� �����	
�
 �
�

(S\D)P ((S′\D′) ∪ (S′′\D′′))

�� �
� �0�
��� �
�% " ��� ��������� ������
����� �
��% 
�� ��$�
� 
��	� ��	
P ��
������	� " ��
0 ��$�
�� 
��	��

1� �����	
�
 �(�0��	���� �(�
 ����� 
� ����	 δ �� S 	�� �
� δ �	 −δ �(����
 
	������	 ��� " D�

�� �����	
�
 �(�0��	���� �(
�� 
�	�	��� ρ �(�0� ������	 ��
 O �	 ��
�#� ��

δ 	���� �
� ��

 	�
	 n ���� N∗% 	�
	 x ���� D �	 	�
	 y ���� D �� ��	
ρn(x) �= y�

&� �� �� �
�
��
 �
� S ��	 �
..�� ��
������	� " S′ ∪ S′′�
��� ������ �	� 
���
��� �	 ���
� 
�����
��� �
�
������ � ��� �����
��



��� ������ ��

��� �����	
�
 �
� ��� ��������� ρn(D) �� n ���
�	 N ���	 ��
� � ��
�
�������	��

��� �� ���� U =
⋃

n∈N ρ
n(D)� �����	
�
 �
� UD(U\D)� �� ���
�
� ����
��

������� SP(S\D) �	 �� � SP(S′ ∪ S′′)�
!� "��	 K �� ��
�� 
��	� #�
��� �� ���	
� O �	 K ′ �	 K ′′ ��� ��
��� 
��	�

��

��������	�� �� ���	
�� O′ �	 O′′�

��� �����	
�
 �
� (K\{0})P ((K ′\{0′}) ∪ (K ′′\{0′′}))� �� ���
�
� ����
��
������� KP(K ′ ∪K ′′)�

��� �����	
�
 �
� 	�
	� 
�
����  ��� �� n ��
��� 
��	� �n � 1� �������	��
��
� � ��
� ��	 �
$$�����
������	� � K�

%� "��	 X 
�� ��
	�� ��
��� �� E �	 ���	����	 
�� ��
�� #�
��� �� 
�&�� r > 0�

��� �����	
�
 ������	���� ��
� �
$$�� (Xi)1�i�n �� X 	�� �
� �'��
� Xi

���	 ����
� ���� 
�� ��
�� Ki �� 
�&�� r�

��� "��	 (K ′
i)1�i�n 
�� #������ �� ��
��� #�
���� �� 
�&�� r �	 ��
� � ��
�

�������	��� �����	
�
 �
� X ��	 �
$$�����
������	� � 
�� ��
	�� �� ��

�
���� ��� ��
��� K ′

i�

��� �����	
�
 �
� X ��	 �
$$�����
������	� � �� ��
�� �� ���	
� O �	 ��

�&�� r�

��� �����	
�
 �������� (�)�*�

+� ��� ������	���� 
	 ��
�
��� ������ �����	
�
 �
��� ��	 ���������� ���	�
	
��
�
 �� ����,
� ��'�
��	� 
� ���
�� � 	�
	� ��
	�� ��
��� �� E� -�
�
�
��������	 �� �� ��	� B ���������� �� 	�
	�� ��� ��
	��� ��
���� �� E ��
��
'��	�
��	 ��
���
 ����	

�
� 
�� #���	��� ��� : B → R

+ �
� � 	�
	� ��
	��
��
��� �������
��	 
� 
��� ����	�# �	 
�����	��	 ��� 	
��� �����	���� �
����	�� .
� (V1) ���[0, 1]

3 = 1 ��� ���
�� �
 �
�� 
��	� ��
	 1�
� (V2) ���(A∪B) = ���(A) + ���(B) ��
��
� A �	 B ���	 ��� ��
	��� ��
����
�������	�� �����	���	�  ��� �
 ���
����
� (V3) ���(A) = ���(B) ��
��
� ADB �����
����� �
 ���
�� ��
 ��������
���	�
�� ������� �� �
�
��
 �
�
�� 	���� #���	��� ��� ������	� ����



�� �� �������� �� 	�
���
������
���������

���� ��� � �� ���	
�������
 ����	�
 ��
��	 �����������



��� ������	 ��

��� ������	

�������� ���	��

����� �� �� P�	
������
���

�� �����	��
 ��� �

���� � �� ���� �� 	���
� ��� ������� 
��� � 
��� �� 
��
��	�
����� ��� ��
�����

�� �� P�
�
���	���� ��� ���� 
�� ��	����� ��
�
���	���� � �� 
���������
���
����� �� �
����� �� ������ � �� ���� 	�
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�� ��� �		������ ������� ������
�� ���� �������	��� ��� �� �������	����

���������� �� �
����������� ������ ���� A,B,C ��� ��
���� �� E ������ ��� APB
�� BPC� �� ������ ��� ������� (A1, . . . , An) �� A �� (B1, . . . , Bn) �� B ���� ��� ���

���� i �� ��� AiDBi� �� 	 	� �� ������ ��� �������

(
B′1, . . . , B

′
p

)
�� (C1, . . . , Cp)

�� B �� C ���� ��� ���
 ���� j �� ��� BjDCj ! �� �
�
�"	� ��� ��� B ��� ������
��� �� ���� 	���"
�� ��#�
������ $����� fi �� �������	��� ��� ������ Ai ��
 Bi

�� gj �� �������	��� ��� ������ B′j ��
 Cj � %�� ��
���� Bi ∩ B′j �& (i, j) ���
��
{1, . . . , n} × {1, . . . , p} ����������� �� ������ �� B '������ � 
���	�
���
 ��

���
��	��� ��
 ��� �����
� �� 1 � np(� )������� ������� fi ��� �� �������	��� ����
��� 
�*������� �� +�	����

(
f−1i

(
Bi ∩B′j

))
j∈{1,...,p} ��� �� ������ �� Ai �� �� +�	����

(Sij)(i,j)∈{1,...,n}×{1,...,p} ���� Sij = f−1i

(
Bi ∩B′j

)
��� �� ������ �� A� �� 	���"
�

�����,�� �� +�	���� (Tij)(i,j)∈{1,...,n}×{1,...,p} ���� Tij = gj
(
Bi ∩B′j

)
��� �� ������

�� C� )�-� �� � SijDTij �� �������
��� �� ��	����� gj ◦ fi �� -����	��� APC�

�� �����	���

�� �� ����	� Γ ��� P�
�
���	���  Γ\{(1, 0, 0)} � �������
���� ��		� ��
��,,"
� ��������� ������	
�� A = {(cosn, sinn, 0) | n ∈ N} ��������� ��� ������
�� ��
��� ���� ��� ��,��� �����
�� ���� �����
� '��
 
����
� �� 
��"
� ����
��(
�� �������
��� �� 
������� f ����� Oz �� ����,�� �� 	���
� 1. )��� ������ A ��

������	
�� B = {(cos(n+ 1), sin(n+ 1), 0) | n ∈ N}� �� +��� ��� π ��� �

���������
���,����� (cos p, sin p) = (cos q, sin q) ���� p �� q �����
� ���
�.�� p = q ������� ��� ��
p = q+2kπ �������
 k �� ����  �
� ��� ��� ! �� �������� B = A\{(1, 0, 0)}� /��� ���
�
��� 
�������� AD (A\{(1, 0, 0)}) '��
 f( �� (Γ\A)D (Γ\A) '��
 ����������( �������
ΓP (Γ\{(1, 0, 0)}) � ������ ���� ������ �� ���� 	�
������

�� �� ��!"�� S ��� P�
�
���	����  S\{(1, 0, 0)} � �		������ �� ����
����������
 �� ������� (S\Γ)P (S\Γ)�

�� �� ��
	� K ��� P�
�
���	����  K\{O} � ���� �� �
�	��
 ��	��
��		� (K\S)P (K\S) �� �
����� KP (K\{(1, 0, 0)}) ���*��
� �� ��������� �� ���
�� 
���� � �
����
 ��� (K\{(1, 0, 0)})P (K\{O})� 0� � ��
 
��������� �� D ��

������� (K\{(1, 0, 0), O})D (K\{(1, 0, 0), O}) �� ����� {O}D{(1, 0, 0)} ��
 �
����
������� ���& �� ���������� �� �
����� ��� ������� � ���� 	�
������

#� �� $�����
����� �� f � ������� APB′ �� ������ ��� ������� (A1, . . . , An)
�� (B′1, . . . , B

′
n) 
���������	��� �� A �� B′ ���� ��� ���
 ���� i �� ��� AiDB′i� ����

fi �� �������	��� ��� ��� f(Ai) = B′i� ��� Ai ����� ���� � ���� ���*����� ����� ���
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��� B′i ������������	 f : A→ B′ 
�� ��
 ���
�� Ai ���� ����� fi ��� �	� ��������	�
�� ������	
� �� ����
�����
 �� h � ���
 ��������	�� �� h �� ���� �� �
����



�� A\X ⊂ A′� �
 �	 ���� 
�� A\A′ =
(
ĝ ◦ f̂

)0
(A\A′) ⊂ X � ��
 ��������	��
���

���� ��		� ���	 A\X ⊂ A′� �� 
���� � �
����
 
�� h ��� ����������
�	��
�����
 � ����	� x �� x′ ��	� A ���	� �� ���� ����� ��
 h�  � x �� x′ ��	�
���� ��� ���� ��	� X �� ��	� A\X �	 � x = x′ ��
 �	��������� �� f �� �� g−1�

 ������	� ���	��	�	� x ��	� X �� x′ ��	� A\X �� �
����	� 
�� ���������

h(x) = h(x′) ��� ����������� !��� ����
�� f(x) = g−1(x′) �� �	��
� x′ = ĝ ◦ f̂(x)�
"���� x ��� ��	� X �� ������ �	 �	���
 n �� �	 �����	� y ��	� A\A′ ���� 
��
x =

(
ĝ ◦ f̂

)n

(y) �� ���
� x′ =
(
ĝ ◦ f̂

)n+1

(y) # �������	� x′ ��
��� ��	� X �� 
��

��� ����
���
$��	��������� �� h ��� ���	 �
������

�����
�����
 � ���� y �	 �����	� �� B� �
����	� 
���� ��� �����	� ��
 h� "�	����%

�	� �������	� x = g(y)� �� ���� ������ ���	� &
% �� x ��� ��	� A\X � ���
� h(x) = g−1(x) = y �� y ��� �����	� ��
 h
% �� x ��� ��	� X � �� ������ �	 �	���
 n ��	� N �� �	 �����	� x′ ��	� A\A′ ����

�� x =

(
ĝ ◦ f̂

)n

(x′)� 
���

��	� 
�� n = 0 ��� ���������� ����
�� x ��� ��	�

g(B) = A′ ��	��� 
�� x′ ��� ��	� A\A′� �� ��	� n � 1 # ���� ���
� ���������

g(y) = x =
(
ĝ ◦ f̂

)n

(x′) �����
�� ��
 �	��������� �� ĝ & y = f

((
ĝ ◦ f̂

)n−1
(x′)

)
�
 �� ���	 ���� u =

(
ĝ ◦ f̂

)n−1
(x′) ��� �����	� ��� ��	� X '����
�� x′ ��� ��	�

A\A′( ��	� y = f(u) = h(u) �� y ��� ���	 �����	� ��
 h�

� ������ �� ��
�������	
� APB � ����
)� �� 
�� �
��)�� �� *������ ��	���%

���� ��� �	������� (X ∩Ai)1�i�p ��
(
(A\X) ∩ g−1(Bj)

)
1�j�p

���� ��
)� 
�	���%
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j ( �� h ��� �	� ��������	 �� A ��
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� APB�
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����� ���� ��		
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� ��
��� ������

�� �	�����
�����	 �
��
������ �� u �� v � �	 
���

�� 
�� U �� V ��	�
��� ���
���� �
�����	���� �� ����
��	�	� 1� ����� 
��
���	��	� ��	� ��� 
������	��
�� ��� �������� 
�� u ��� �� ����%���
 �����
 �� �
���)
� �������
��� ��� ���� Ox
�� Oy '��� ���
��		��� x �� y ��	� ����	���� ��	��� 
�� z ��� 
������� ��
 ��	
������(� -��	� � v �	 
���		�.� �� 
������	 ����� Ox ��
��� ��
 � �� �� ����
�
4π
3 � �� ������ ��	� ���	 ���
� �� ���
 ��	� �� ��	� �	��
����

�� 
������ �� ��� �	��
�
������	� 
�� u2 = 1E �� v3 = 1E �	 �	 ������ ��	�
���	� ��� ������	��� �� u & �	 �
���� 1E �� u ����	 
�� n ��� ���
 �� �����
 �� ���
������	��� �� v & �	 �
���� 1E , v, v

2 ����	 
�� n ��� ��	�
� � 0, 1, 2 ������ 3�

�� ��  
�����	����	 �� ����!������ G �	��	��
 ��� u �� v � ��	��%
��
�	� ���	������ H ��	������ ��� �����	�� e, u �� �� ���� �� �� *�
�� '/�/( ��


