Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

L’objectif principal de ce chapitre est la mise en place du cadre naturel dans
lequel seront présentés et étudiés les différents concepts du calcul différentiel.
Nous y introduisons notamment les outils analytiques et topologiques fonda-
mentaux qui permettent ’étude des fonctions de plusieurs variables réelles a
valeurs numériques ou vectorielles.

1 Généralités sur les normes

Dans tout cet ouvrage, K désigne R ou C, et nous écrirons simplement «es-
pace vectoriel» pour désigner un espace vectoriel sur le corps K.

1.1. Définitions Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E, toute
application notée usuellement :

-1 E—= R,z [lzf],

vérifiant, pour tous x,y € E et tout A € K :

i) ||z] =0 = x=0g (propriété de séparation),

1) [[Az]| = |A| |||l (propriété d’homogénéité),

i) ||z +y|| < ||z|| + |ly]] (inégalité triangulaire).

On appelle espace vectoriel normé, tout couple (E, || - ||) o E est un espace
vectoriel et || - || est une norme sur E.

1.2. Exemple La valeur absolue |- | définie sur R par

T si x>0
—x si x <0,

Vee R, |z| = max{—z,z} = {

munit R d’une structure d’espace vectoriel normé (voir exercice 1.1).
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1.3. Remarques Si || - || est une norme sur F, alors
a) [|0gl = 0.
b) Pour tout z € E, || — z|| = ||=].

c¢) Pour tout z € E, ||z|| > 0.

En effet, en prenant A = 0 dans le point i) de la définition 1.1, on obtient
aussitot a), et en prenant A = —1, on déduit b). Enfin, en observant que pour
tout x € E, 0= ||l — || <||z]| + | — =] = 2||z||, on obtient c).

Les inégalités suivantes sont fréquemment utilisées tout le long de cet ouvrage.

1.4. Proposition Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé. Alors, pour tous
x ety dans E, on a

el =Myl < llz =yl < llell + Nyl
ot l'inégalité a gauche est appelée «deuzieme inégalité triangulaires.

Démonstration.  L'inégalité [z — y|| < [lz]| + [ly|| découle de I'inégalité
triangulaire et de la remarque 1.3 b) ci-dessus. En effet,

e =yl = llz+ (=)l < llzll+ 11 =yl = [zl + llyll
Montrons maintenant que |||z|| — ly[|| < |lz —yl.
On a
lzll = Nz —y) +yll < llz =yl + [yl
d’ou
2l =Nyl < llz =yl (1.1)
De méme,
Iyl = Iy —2) +zll < lly — [l + [|l=]
d’ou
=My ==l < llzll = llyl- (1.2)

De (1.1) et (1.2), et sachant que ||y — z|| = ||z — y||, on déduit que

=l =yl < flell = llyll < llz =l

c’est-a-dire
]l = llyll] < llz =yl

ce qui achéve la démonstration de la proposition. O
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Soient (Ev, ||-||g,), -, (En, |- |lE,) des espaces vectoriels normés. Une ques-
tion naturelle est de savoir s’il est possible de définir une norme sur ’espace
vectoriel produit E; X --- x E,. La proposition qui suit répond a la question.
Notation Pour tous entiers a et b tels que a < b, on note [a,b] I'ensemble
des entiers compris entre a et b. En d’autres termes :

[a,b] = {k€Z, a<Ek<b}.

1.5. Proposition Soient (E1,||||g,), ---, (En, || ||g,) des espaces vectoriels
normés. Alors, Uapplication || - || donnée pour tout x = (x1, ...,z,) de
E=F x---xE, par

2]l = max [zl g,
kell,n]
définit une norme sur l’espace vectoriel produit E. On appelle souvent la
norme infinie ou la norme de la convergence uniforme.

Démonstration.  Soit x = (x1, ..., x,) € E tel que ||z]|» = 0. Puisque pour
tout k de [1, n], on a ||zgl|g, < |||, et que || - ||g, est une norme sur Ej,
on en déduit que z, = Og,. D’ott z = 0p.

De plus, pour tout z = (z1, ...,x,) € E et tout A € K, on a

A = A = |A = [A :
Al = max [Ails, = P mas s, = A o

Montrons maintenant 1'inégalité triangulaire.

Soient © = (21, ...,%,) et y = (y1, ...,yn) dans E. Comme || - | g, est une
norme sur £ pour tout k € [1,n], on a

lox + vellm, < llorlls, + e, < max [ziflp, + max [y

> E;
i€[1,n] €1, n]

IN

[£]loe + 11yllse,
d’ou

Vke[Ln], llon+ulle, < lzlle + [[Ylloo-
On en déduit que

max ||z + ylls, < (2o + ¥,
kel1l,n]

c’est-a-dire
|2+ Yllo < 7lloe + [Y]loo-

On a donc prouvé que || - || définit une norme sur Fy X --- X E,. O
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1.6. Définition Soit E un espace vectoriel et soient ||-|| et ||- || deux normes
sur K. On dit que

1) || - || est plus fine que || - ||" 8'il existe un réel p > 0 tel que

Vee E, |z| < ulz|,

2) || - || est équivalente & || - || 8l existe A et p dans R tels que

Vee B, Mzl < =l < pllll (1.3)
et dans ce cas, on écrit || - || ~ | - |".
3) || - || est strictement plus fine que || - ||’ si || - || est plus fine que || - ||" et si
|| - || n’est pas équivalente a || - ||’

Le résultat qui suit est suggéré par le point 2) de la définition 1.6.
Rappelons d’abord la notion fondamentale de relation d’équivalence.

1.7. Définition Une relation binaire R dans un ensemble E est dite :
— réflexive si : Ve € E, xRz,

— symétrique si : Vr,y € E, Ry = yRuz,

— antisymétrique si : Vx,y € E | (xﬂ%y et yin) = x =y,

— transitive si : Vx,y,z € F, (xﬂQy et yfRz) = zRz,

— relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

1.8. Exemples 1) La relation < dans N est réflexive, non symétrique, anti-
symétrique et transitive.

2) La relation d’orthogonalité dans ’ensemble des droites du plan euclidien
est symétrique, mais n’est ni réflexive, ni antisymétrique, ni transitive.
3) La relation de congruence dans Z est une relation d’équivalence.

1.9. Proposition La relation ~ de la définition 1.6 est une relation d’équi-
valence.

Démonstration. — La relation ~ est réflexive.
En effet, || - || ~ || - || puisque 'on a

Vee B, [lzf < flz] <.

— La relation ~ est symétrique.
Supposons en effet que || - || ~ || - ||'. II existe alors A, u € R tels que

Ve e E, Azl < =l < il



§ 2. Normes usuelles sur R" 5

Comme A et p sont strictement positifs, on a alors
1 1
—lall” < ll=ll < 5 Il
1

ce qui prouve que || - [|" ~ | - |
— La relation ~ est transitive carsi ||-|| ~ || -||" et [|-]|' ~ | -]|”, alors il existe
a, 3, A, pn dans R’ tels que, pour tout x € E, on ait

allzll < flzll” < Bzl et Mzl < " < pllel

On en déduit que

alzl] < [lz)|” < Bpulll,
ce qui prouve que || - || ~ [ - ||
On a donc démontré que ~ est une relation d’équivalence. a

Désormais, lorsqu’aucun risque de confusion n’est a craindre, nous noterons
simplement 0 le vecteur nul Op d’un espace vectoriel F.

1.10. Remarque Si E # {0}, il résulte directement de la définition que deux
normes ||| et ||-|| sont équivalentes si, et seulement si, les quotients ||z||/||x]|’
et [|z||"/||z] sont bornés lorsque = décrit £\ {0}. Par contraposition, on en
déduit que §'il existe une suite (z,,) d’éléments de E'\ {0} telle que

o A
[zn ]| n—toe lzn]] nmtoe
alors les normes || - || et || - ||" ne sont pas équivalentes.

Nous utiliserons souvent cette remarque pour établir la non équivalence de
deux normes.

2 Normes usuelles sur R"

Nous construisons ici trois normes tres fréquemment utilisées dans R™. Nous
étudierons d’autres exemples ultérieurement (exercice 1.33).
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e La norme || -|;

2.1. Proposition L’application || - ||; : R" — R donnée pour tout vecteur
x=(x1,...,z,) de R" par

n

el = > Jawl,

k=1
définit une norme sur R".
Démonstration. — Soit x = (z1, ...,x,) € R", on a
n
|zl =0 = > |a| =0 = (Vk € [L,n], |zx| = 0)

k=1
= (Vke[Ln], 2z, =0) = z=0.

— Pour tout x = (21, ...,x,) € R" et tout A € R, on a
Ml = > el = ALY Jail = Al
k=1 k=1
— Pour tous z = (zy, ...,x,) et y=(y1, ...,y,) dans R", on a
lz+yll = D lex+usl < D (ol + lusl)
k=1 k=1

n n
= > laal + D lwel = el + lyls,
k=1 k=1

d’ou I'inégalité triangulaire.
La proposition est donc démontrée. O

e La norme euclidienne || - ||

Rappelons d’abord que I’application
<'7'> c R"xR" — R7 (SL’,y) = <x7y> = Z Tr Yk
k=1

définit un produit scalaire sur R", c’est-a-dire que (-,-) est une forme bili-
néaire symétrique et définie positive. En d’autres termes :
— pour tout y fixé dans R", 'application R" — R, x + (x,y) est linéaire,
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— pour tout z fixé dans R", application R" — R, y + (x,y) est linéaire,
— pour tous z,y € R" | (z,y) = (y,z),
— pour tout z € R", (z,x) >0, et (z,x) =0 si, et seulement si, x = 0.

2.2. Lemme (Inégalité de Cauchy !- Schwarz?) Pour tous vecteurs x et

y de R", on a
()| < Viz.z) V{y,y)
Démonstration.  Pour tous z,y € R" et tout t € R, on a
(x +ty,z+ty)y > 0.

En développant a I’aide de la bilinéarité et en tenant compte de la symétrie
du produit scalaire, on obtient

(x+ty,z+ty) = (yy)t* +2t (x,y) + (z,2).

Ce trindme du second degré en t est donc positif pour tout t € R, et comme
(y,y) > 0 pour tout y € R", le discriminant de ce trinéme est donc négatif
ou nul, ce qui s’écrit

(z,9)* — (z,2) (y,y) <0,

d’ou

(2, 9)| < Vi) V(Y y).
Ceci achéve la démonstration du lemme. O
2.3. Proposition L’application || - |2 : R" — R donnée pour tout vecteur

r=(x,...,2,) de R" par

falla = (3 a2)" = Vi

k=1

définit une norme sur R", appelée norme euclidienne de R™.

1. Cauchy Augustin (1789-1857). Mathématicien frangais. Il est a lorigine de I’ana-
lyse moderne : on lui doit notamment la théorie des équations différentielles et la théorie
mécanique de I'élasticité.

2. Schwarz Hermann (1843-1921). Mathématicien allemand. Travailla sur les surfaces
minimales, le calcul des variations et les fonctions analytiques.
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Démonstration. — Soit x = (xy, ..., x,) € R" tel que ||z|| =0. On a

o[l =0 = Y 2i=0 = (Vke[ln], 23 =0)
k=1
= (Vke[l,n], 2, =0) = z=0.

— Pour tout x = (21, ...,x,) € R" et tout A € R, on a
n 1/2 n 1/2 n 1/2
el = (Y 0w?) = (X a%t) = (Y af)
k=1 k=1 k=1
n 1/2
= (X #t) " = Azl
k=1

— Pour tous z,y dans R", on a
lz +yll = (@ +y,2+y) = [zl3 + 2(x,y) + |yl (1.4)
Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

()| < Viz2) Vigy) = llzllz llyll,

donc, d’aprés (1.4), il vient
2
lz +yllz < ll2ll3 + 2 llellz lylla + Iyl = (el + llyll2)".

D’ou I'inégalité triangulaire :

[z +ylla < [l + [lyll2-

Ceci acheve de montrer que | - || définit une norme sur R". O
e La norme | -/, de la convergence uniforme
2.4. Proposition L’application || - [ : R" — R donnée pour tout vecteur

r= (21, ...,2,) de R" par

el = max

définit une norme sur R".

Démonstration. 1l s’agit d’un cas particulier de la norme || ||o, étudiée dans
la proposition 1.5 avec Ey, =R et || - ||g, = |- | pour tout k dans [1,n]. O



