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���� �	� ����� % ��������	 & ���
�	 �	 �	 ��� �	�

�	� � �	� ������� ���������'�	�	�� ����� ( )�	�� ����
��� �� ������	�� ���������	

�	� ���	� �	���	� �	 ��*�� �����	 �	 ����� 	� �����# �
 ���	���� �
 �	������� ���

����� 
�	������� ��������� � ��� ���	�
�� �� ������

��� ��������
�� ���
	 ���

������

��� ���	����
�� ��
	 ��� ��� ���	���������#

���������	
� �
��� ����	��� ���� �� ������ �����
����

+�	����	 ���� �	
�	� ���� �"������ � �	� ���������� �����
�	� % ������	�

��� �� �����	 & 	� ������	� ���������	�� � �	 
�	 ���� 	� �	��	"��� ��� ��

�,��'�	 �	 ���� ����	 �	� ������������ 	� ��������� ��������	# -�� �����
�	��

�	 �	��	�� �����
�	 
�	 ���� , ������������ �	 ���� 
�	 �������	 	�������	� �	�

���	� ���������� �����
�	� 	� ���
�	 �����# 
��� �� �	�� ���	 ��	�� ���� ����

��	� �	� ���������� �	 ��!��	��� �,��'�	� ��,��
�	� � ������	� �"	� �"����.	 �	�

% 	����	� �	 ���/.������� & ��������� ���������
�	� ���"��� ���	 �"���
��	 ���	����� n ��!��	��	 �	 0 1�	�	����� ���� �������	���� ��� �	� 	����	�

�	 ���	����� ��/��	2# )	� 	����	� ���,��� ��� � ������ ��	 �����
�	 �����

��	 ��  ��	� �� ������ 	!	���"	�	�� 	� ��!
�� ��	 �	�����	 � �	����	��	� �	�

���������� ��,��
�	� �� �,��'�	 ������# -�� 	�	���	 �� ����	� ����
�	 	�� 

��,��
�	�	�� ������� % �	 ��	����	 ��������	 �	���� �	 ����'�	 ��������	��	 &#


��� �� �	�� �	 ��������	� ����	��	�	�� ����	 �� 	����	 �,��� ��	 .�������	

�	��	 
�	 �	 % ��	��� ����
�	 & , �	�����	 �� ���.�	�� ������	��	# +������	 �	

���������� 	� ���
�	 ����� ���	�"�	���� ���� ���� �� ��/������ 
�� �	�� �����

��	 ���� �	 �	��	�� �����
�	 	� �� �	�� �����	���	 ���� �	 ��� ���� ����	�

������.'�	 � �	������	� �	� ���������� .�������
�	� ��!��	��	� �	 �	��	� �	

����	 	����	 % 	������	� &# -��� ��	���	 �� ����	 	�	���	 ��.������ �� ��"��
������ �	����"���	 
�� �	��� �	� ���	� �������	�� ������'�	 
�	 �� % .�������	

�����	��	 & ��������	 ��	�� 	� ���� 
����	 ������������� �����	 	� 
�	 ��3��"	��

���� ��� 	��	���	 ����'�	 ��	 .�������	 ���� .������	 
���� 	����	 � 
����	

���	������# +	 �	��	�� �����
�	 
�� , 	�� ����� ��������� �	����	��	 �����'�	�

�	�� �	� ���������� ��,��
�	� �	 ��3��"	�� �"	� ��� % ����	�� &#

4���	 ��*�� .������	 �� ���� 
���� ������ ��� 	��
���� ���� �� �	�����

	����	 �	 ���	����� n �� �� 
� ����� �� ���
��
 	��
���� �� ������

����� 1����� �	 �	��	��2# -��� �	�� �,��� ������ �� �,��'�	 �	 ���������	�
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�� �������	 
 � �	
���������� �	 �� ��������	 ��������	���

���������	� (ui)� �� �	 ����	��
n(n+ 1)

2 
�������� gij(M) ��� ��������	���� �	�

���������	� �� �	��	�� �������	 �	�����	�	�� � �� ���	 �����	��	 �������	 �

�	� ���������	� ��� ����	 gij 	�� ���������	 � �����	 �	�� �	 �!���	����������

�	 �	 �	��	��� �� ����	 gij(M) ������ �	 ������� �������	 	� �����	 ����� M �	�

�	��	��� �	 �� ���	 �����	��	� 	� ��� ����	 �	 ���� �����	 �	 �	��	��� ��"��� 	�

�	 ������
#� ���	� ������� �!	$������	� �	� gij(M) �������	 � �����	 �� 
���	 ����������	

��	 ��������	 % �!����	�� �������	 &

ds2 = gij(M) duiduj

�	����	����� �	 ����� �������	 �!�� ������	�	�� ����	�����	 dui −→e i(M) � ������

�	 M �

�� � �������	�
 �� 	
�

�� ��	����
 gij

��������	
�� �
 �� ���	
�
 [gij]

����������� �	 ���	������ g = det(gij) 	� ��������� ��!�� ���� ��� ' ��

�	�� ���� ������	 ��	 ����	 �� ��	 ������	 ����	 ��	 ����������� �������	

�	� ����	�� ��� 	$	���	 ' g1j =

n∑
i=2

αi gij ∀j� ����������� �	� �	�$ �	���	�

�	 �	��	 ������� ��� �� ����	 vj �	� ���������	� �!�� �	��	��
−→
V ���������� '

g1j vj =

n∑
i=2

αi gij vj �� (−→e 1.
−→e j) v

j =

n∑
i=2

αi (−→e i.
−→e j) v

j �

(��� −→e j vj =
−→
V ���� ' −→e 1.

−→
V =

n∑
i=2

αi
−→e i.

−→
V =⇒

( −→e 1 −
n∑

i=2

αi
−→e i) .

−→
V = 0 ∀ −→V �

)���� �	 ������� �������	 �� �	��	�� ( −→e 1 −
n∑

i=2

αi
−→e i) ��	� ���� �	��	��

−→
V

	�� ���� �	 �	��	�� 	�� ���� ��� ���
�����	�� � �� �	� �$���	� �� �������

�������	 ��	 ���� �	�	����� ���� ����� *��� �	 ���� −→e 1 	�� ��	 �����������
�������	 �	� ����	� �	��	��� �	 ���	� �	 ��� 	�� 
��$�

������	
�����
 
������
 �
� −→e i �����
 
� ����
����� �
 
� ������


[gij ] ' g = det(gij) �= 0�
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 ����	
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−→
E I = aiI

−→e i� ���
���
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�
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"����	 GIJ = aiI a

j
J gij  ��
�

det(GIJ ) = G �

�#� �
 ����
 ������$	�
 ���
 �
		
�
�	 �

 ������	
 �
 ��	���

 ���
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�%���
� �����
���
�
�	 ���
 �� ��	�	��� �� %��	
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 �
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 �����

 ����

������
 &

GI
J = ãIi gij a

j
J �

���� ���
�

� �

 �����

 �
 �� ��	���
 aiI ���
 ����
 ��	�����	 
� 	���
��
�
 ãIi
��� � �
 �'�
 ��	
������	 Δ� (
���


��� ��	
��
 ����

���� ) �� ������	

�
 ��	���
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[G] = [ã] [g] [a] 
	 �
 ��	
������	 �
 �� ��	���
�������	 �	��	 ���� �� ������	
�

 ��	
������	
 �
 �%���� �

 ���	
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G = Δ2 g

����
 Δ 
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��	 ��� ���
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������	 �
 [GIJ ] = G 
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� ��
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 ���	��
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 ����
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 ��� ������ ��!" ��
 �� ����
 �
 �
� ����
��� 
�� �
���	�
��
 #

gij −→e i ⊗−→e j ∈ R
3 ⊗ R

3�

$��� gij ����� �� ����� �
 �
��
�	� �� 
� 
�� �
 �%�
 ���	 g
ij #

gij = gij(M)�
&��� �
 ��� � ��� ��� ��	 �
� �
�' �
��
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��
 ����(�
 
� ���� ����� M � )�	
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���
� ���(����
�
�� �� ����������� �
� �����
� �
�� ��
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���
	 
� ���� ����� #
vi(M) = gij(M) vj(M)
tijk(M) = gih(M) th

j
k(M) � 
�����

�� ����
�	������ �� ��	���
 ���
����

+� �����,� �� ��-������ ����	��
 �
 �� ��*�	
���
��
 ���� ����� �
 �
��

�
�	 # ��	������ 
*
���
 �� ������
�
�� ��-���������
−−→
dM =

−−−→
MM

′
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��
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T (M)� 	
�	��
��� ��	 �
� ���������
� tij(M)� ��(�� �� ���	����
�
�� �� �	
�
��
	 �	�	
 ����� �
�� ��	�	
 
� �
 ���
������� ���� �� (��
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 �� �����
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dT = ∇tij(M)[−→e i ⊗ e∗j ](M) ��
� ∇tij = ∇kt

i
j duk � 
�

∇kt
i
j = ∂kt

i
j + thjΓ

i
hk − tihΓ

h
jk
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dgij = d(−→e i.
−→e j) = d−→e i .

−→e j +−→e i . d
−→e j �
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�� 
'������
	 �
� d−→e i ���� ���� �.����
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 ���	����
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� ��	������
� " �����
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� ��
/��
��� �
 ��	����*
� �������� #

d−→e i = Γ�
ik
−→e � du

k � ���0 ���� ��	
 # dgij = Γ�
ik duk −→e �.

−→e j + Γ�
jkdu

k−→e i.
−→e �

��
� −→e �.
−→e j = g�j =⇒ dgij = (gi� Γ

�
jk + g�j Γ�

ik) du
k = ∂kgi� du

k � ���0 #

∂kgij = gi�Γ
�
jk + g�jΓ

�
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