oo
Reconnaitre un groupe, un anneau ¢
OUl UR COTUS par les axiomes

" On appelle groupe tout couple (G, ) ou G est un ensemble et * est une loi de compo-
sition interne telle que

— Laloi est associative
— Il existe un élément e appelé élément neutre de G tel que pour tout = de G,

T*xe=exT =T

— Pour tout élément z, il existe un élément ytel que zxy = y =z = e.
L’¢élément y est le symétrique de x

Si de plus, la loi * est commutative, on dit que (G, x) est un groupe commutatif ou un
groupe abélien.

" On appelle anneau tout triplet (A, +, x) ou A est un ensemble et + et x des lois de
composition internes telles que

— (A, +) soit un groupe abélien dont le neutre se note 04 et s’appelle I’élément nul.
— Laloi x est associative

— Tl existe un élément 14 tel que pourtout z € A, Iy x x =z X lg =2

— La multiplication est distributive par rapport a 1’addition, c’est-a-dire :

Y(z,y,2) € A3 xx (y+2) = (xxy)+(zx2) et (y+2)xz = (yxz)+ (2 xx)

Si (A, +, x) est un anneau et que la loi x est commutative, on dit que ¢’est un anneau
commutatif.

"~ On appelle corps tout anneau commutatif (A, 4, x) tel que tout élément non nul = de
A admette un inverse, c¢’est-a-dire, un élément y tel que z X y = 14.

fue faire ?
" Quand on veut démontrer que (G, ) (ou (A, +, X)) est un groupe (ou un anneau), la

meilleure méthode est de démontrer que c’est un sous-groupe (ou un sous-anneau) d’un
groupe (ou anneau) connu. Cela sera abordé dans la fiche 3.
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Pour montrer, en revenant aux axiomes que (G, *) est un groupe, il faut vérifier que la
loi est associative (ce qui est souvent assez formel), trouver I’é1ément neutre de la loi et,
pour tout élément x exhiber son symétrique.

EXEMPLE1 Rappelons un exemple du cours. On veut montrer que si X est un ensemble,
I’ensemble Sx des bijections de X dans X est un groupe pour la composition.

— On vérifie que la loi o est une loi interne de Sx. En effet si f et g sont des bijections
de X dans X alors f o g aussi.

— Laloi o est associative. En effet si f, g et h appartiennent a Sx,
folgoh)=(feg)oh

— La fonction identité de X notée ¢ : X — X est un élément neutre pour o car, pour
toutr € X,

(fo)(@) = fux)) = f(x) et (vo f)(z) = o(f(z)) = f(z)

— Toute fonction f de Sx admet un symétrique puisque, comme f est bijective, il
existe une fonction g, elle méme bijective vérifiant f o g = g o f = «. Il suffit de
prendre pour g la bijection réciproque de f.

On a bien montré que (Sx, o) était un groupe. Notons que ce n’est pas un groupe abélien
sauf'si X a strictement moins de 3 éléments.

Dans le cas des groupes, il ne faut pas se mélanger entre les notations additives et les nota-
tions multiplicatives. Plus précisément :

quand on note un groupe additivement (le plus souvent dans le cas des groupe abéliens),
I’élément neutre est noté 0 et le symétrique de x, que I’on appelle 1’opposé se note —x.
C’est le cas par exemple du groupe (Z, +).

quand on note un groupe multiplicativement, 1’élément neutre est noté 1 et le symé-
trique de x, que 1’on appelle I’inverse se note z~*. C’est le cas par exemple du groupe
(GLy(K), x).

Exemple traité
On considére ’opération T sur X = R\ {—1} définie par
V(z,y) € X*,aTy=a+y+ay

1 Montrer que pour tout (x,%) dans X2, 2Ty = (1 +z)(1 +y) — 1.
2 Montrer que (R, T) est un groupe.
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SOLUTION

1 Soitz,ydans X, (1 +z)(1+y) =1+x+y+ 2y =1+ xTy. Larelation voulue
s’en déduit.
2 Montrons les axiomes des groupes.

On commence par remarquer que la loi T est une loi interne a X. En effet si x et y
appartiennent & X alors (1 4+ z) # 0et (1 +y) # 0donc (1 + z)(1 +y) # Oetde
ce fait, Ty # —1.

Montrons que la loi T est associative. Soit z,y et z dans X, en utilisant le calcul
précédent,
(zTy)Tz = (1+zTy)(1+2) -1
= (I+2)(1+y(1+2) -1
= 14+2)(1+4+yTz) -1
= xT(yTz)

La loi est bien associative

On remarque que 0 est un élément neutre pour T car pour tout z € X,
z10=0Tex =2

Pour x € X, on cherche y € X tel que Ty = 0. On est ramené a résoudre (en y)
I’équation « + y + xy = 0. Elle est équivalente a (1 + z)y = —z. Comme x est

supposé dans X, 1 + x # 0 et ainsi I’'unique solution est y = — 17— qui appartient
biena X car x # 1 + x. On vérifie de plus que, en posanty = — =, y T = 0.
Finalement y = — 7 est le symétrique de « pour la loi T.
On a bien montré tous les axiomes du groupe donc (X, T) est un groupe (qui est abé-
lien).
Exercices

Soit A un ensemble, on considére P = P(A) ’ensemble des parties de

I’ensemble A. Pour toutes parties X et Y de A, on appelle différence symétrique de X et Y’
et on note XAY I’ensemble (X UY)\ (X NY).
Si X est une partie de A, on note 1x la fonction caractéristique de X :

1x: A — {0,1}
{ 1 size X
T .
0 sinon

On pourra utiliser le fait que pour deux parties X et Y de A, X = Y si et seulement si
1x = 1y.
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1 Soit X etY dans P. Montrer que 1xaoy = 1x + 1y —2 X 1x1y.
2 En déduire que (P, A) est un groupe abélien.
3 Soit X et Y dans P. Montrer que 1xny = 1x1y.
4 En déduire que (P, A, N) est un anneau commutatif.
5 Montrer que si A n’a pas qu’un seul élément alors (P, A, N) n’est pas un corps.
Pour vous aider a démarrer
m 1 On pourra, pour un élément = de A, séparer selon que x € AN B,
reA\B,...
2 Utiliser la question précédente pour montrer 1’associativité de A.
3 Faire le calcul.
4 Utiliser les applications caractéristiques pour montrer la distributi-
vité.
5 1l suffit de montrer que si X # A et X # o alors il n’existe pas Y’
tel que X N'Y soit le neutre pour N.
TRRRRRRR R s“'"tlns “es exerc'ces TRRRRRRRR R
1 Soitz € A.
Siz € X NY (c’est-a-dire que z est dans X et dans V), 1x(z) = 1y (z) = 1l et
donc

(1X + 1y — 2 X 1xly)(x) =14+1—-2=0= 1XAY($)
En effet, x n’appartient pas a XAY'.
Siz € X \Y (c’est-a-dire que x est dans X etpasdans V), 1x(z) = letly(x) =0
et donc
(1X + 1y — 2 X 1xly)(x) =140-0=1= 1XAy(:E)
En effet, x appartient a X AY'.
On traite de méme les cas ou zz € Y\ X et les cas ot 2 n’est ni dans X ni dans Y.
2 Montrons les axiomes des groupes.
Il est clair que A est une loi interne sur P.
Montrons I’associativité. Soit (X, Y, Z) € P3.
On veut montrer que (XAY)AZ = XA(YAZ). Pour cela, il suffit de montrer que
Lixay)az = lxa(raz)- Or, d’aprés la question précédente :
Lixaviaz = lxay +1z—-2x1xaylz
Ix+1y —2x1xly + 14 —2(1X +1x —2X 1xly)1z
= 1x+1ly+17— 2(lxly + 1ylz + 1)(12) +4x1xlyly
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[l suffit alors de calculer 1 x Ay a z) et de vérifier que I’on trouve la méme expression.
Comme ['union et I’intersection sont commutatives, la différence symétrique aussi.
Vérifions que & est un élément neutre pour A. Soit X € P,

XAg=(XU2)\(XNne)=X\o=X

De méme, AX = X donc & est bien un élément neutre pour A.
Soit X € P. On cherche son symétrique Y tel que XAY = &. On remarque que

XAX =(XUX)\(XNX)=X\X=0

On vient donc de voir que le symétrique de X est X lui méme.
On a bien montré que (P, A) est un groupe abélien.
Soit X etY dans Petx € A,

reXNY <= zecXetzecY << lx(z)=1ly(r) =1 < (Ixly)(z) =1

Cela prouve que 1xny = 1x1y.

4 On adéjavuque (P, A) était un groupe abélien. Montrons les axiomes qui restent.

On sait que la relation N est associative et commutative (on peut aussi le démontrer
en utilisant la question précédente).

La partie A elle méme est un élément neutre pour N car pour tout X € P,
XNA=AnNnX=X.

Soit X,Y et Z dans P, on veut montrer que XA(Y N Z) = (XAY) N (XAZ).
Pour cela, on va passer par les applications caractéristiques.

Ixnivazy = lxlyaz
= 1x(1y+1z—2>< 1ylz)
= 1Ixly+1xlz —2x1xlyly

D’autre part

Lixnvaxnzy = lxny +1lxnz —2 X 1xnylxnz
= 1xly +1xlz —2x1%1yly
= 1Ixly+1xly; —2x1xlyly

La derniére égalité venant du fait que 1x étant a valeur dans {0,1}, 13 = 1x.
Finalement (P, A, N) est bien un anneau commutatif.
Soit X quin’est ni A, ni vide (qui existe bien car A n’a pas qu’un seul élément). Pour
toutY € P, (X NY)C X C A. Onen déduit que (X NY') # A et donc que X n’est

pas inversible dans I’anneau (P, A, N). On a exhibé un élément non nul qui n’est pas
inversible donc I’anneau considéré n’est pas un corps.
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Montrer quune application

Soit (G, *) et (G', T) deux groupes. Une application f : G — G’ est un morphisme
de groupes si pour tout (g1, g2) € G2, f(g1 % 92) = f(91) T f(g2).
Soit (A, +, x) et (A’, +, x) deux anneaux. Une application f : A — A’ est un mor-
phisme d’anneaux si

— V(x1,22) € A%, f(21 + 22) = f(21) + f(2)

— Y(z1,22) € A2, f(21 X 22) = f(21) X f(22)

— f(14) = f(1p) ol 14 est I’élément neutre pour la multiplication de A et 15

1I’élément neutre pour celle de B.

Un morphisme de groupes (ou d’anneaux) est donc une application qui est compatible avec
les opérations des ensembles de départ et d’arrivée.

Gue faire?

Dans la trés grande majorité des cas, aussi bien dans le cas des groupes que dans le cas des
anneaux, il suffit juste de vérifier les axiomes de la définition.

EXEMPLE1 Soit n > 2. On considére le groupe S,, des permutations de n éléments. Soit o
une permutation de S,,, on considére ¢ : S,, — S, définie par p : 7 ++ oot On veut
montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

Pour tout (71, 72) € S2,

o(11)p(m2) = orio toro T = ormo ! = o(1172)

On a bien montré que ¢ est un morphisme de groupes.

EXEMPLE2  Soit K un corps et K[X] I’anneau des polynémes a coefficients dans K.
Soit o € K, on considere I’application ¢ d’évaluation en a.

e: KX] » K
P — P(a)

On veut vérifier que £, est un morphisme d’anneaux.
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Soit (P, P») € (K[X])?,

e(PL+ Py) = (P + P)(a) = Pi(a) + Pa(a) = e(P1) + e(P)
Soit (P, P2) € (K[X])?,

e(Py x Py) = (P1 X Py)(a) = Pi(a) X Py(a) = e(Py) X e(P2)
L’unité de K[X] est le polynome constant égal a 1x que 1’on va noter 1. On a alors,

8(1) = l(a) = IK

On a bien montré que ¢ était un morphisme d’anneaux.

Il faut faire attention aux opérations des ensembles de départ et d’arrivée. Par exemple le
logarithme néperien est un morphisme de groupes de (R*, x) dans (R, +) car pour tout x, y
réels strictement positifs, In(z x y) = In(z) + In(y

Exercices

On consideére les applications ¢ et ¢ définies de Z dans My (C) par

1

1 n n 0
gp.nr—><0 1>etw.nr—><0 0).

a. Montrer que pour tout entier relatif n, ¢(n) est inversible.
b. Montrer que ¢ est un morphisme de groupes de (Z, +) dans (GL2(C), x).
L’application 1 est-elle un morphisme d’anneaux de (Z, +, x) dans (M3(C), +, x)?

Pour vous aider a démarrer
m 1 a. On pourra, par exemple, calculer le déterminant de ¢ (n) pour
n € 7.
b. Vérifier les axiomes d’un morphisme de groupes.

2 Bien penser a essayer de vérifier tous les axiomes d’ un morphisme
d’anneaux.

2. Montrer qu’une application est un morphisme de groupe ou un morphisme d’anneaux



1 a. SoitneZ.Ona

deto(m) = | §

On en déduit que p(n) est inversible.

b. Soit n, m deux entiers relatifs,

e e = (6 ) (57 )= (o ") =etnm)

Cela montre que ¢ est un morphisme de groupes de (Z, +) dans (M2(C), x).

2 Un calcul simple montre que v vérifie les deux premiers axiomes des morphismes
d’anneaux ; en effet pour n, m deux entiers relatifs

v +om = (5 0 )+(§ o) =("E" 0 ) =vnem

et
n 0 m 0 nm 0
v xwm = (1§ 0 )= (50 )= ("5 o) = v
Cependant, ce n’est pas un morphisme d’anneaux car ¥ (1) = (1) 8 # I5. Donc

I’image par 1 du neutre pour la multiplication de Z n’est pas le neutre pour celle de

M;(C).
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